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ALG�EBRE

Exercice 2.1.

1. Soit R2 muni de sa structure euclidienne canonique et f; g les deux

endomorphismes de R2 d�e�nis dans la base canonique (i; j) par :�
f(i) = j
f(j) = i

et

�
g(i) = i
g(j) = �j

a) Montrer que f et g sont des endomorphismes sym�etriques de R2 .

b) Existe-t-il une base orthonormale qui diagonalise simultan�ement f et

g ?

Dans la suite E d�esigne un espace vectoriel euclidien de dimension n et p un

entier naturel non nul.

2. Soit f1; : : : ; fp, p endomorphismes sym�etriques de E qui commutent deux

�a deux.

Dans cette question seulement on suppose en outre qu'il existe un r�eel � tel

que :

0 < dim(ker(f1 � �I)) < n

a) Montrer que, pour tout entier j 2 [[1;n]]; ker(f1 � �I) est stable par fj .

b) Montrer que pour tout entier j 2 [[1;n]]; [ker(f1 � �I)]
?
est stable par

fj .

3. a) La restriction d'un endomorphisme sym�etrique de E �a un sous espace

vectoriel F stable est-elle un endomorphisme sym�etrique de F ?

b) Soit g1; : : : ; gp, p endomorphismes sym�etriques de E. Montrer qu'ils

commutent deux �a deux si et seulement si ils sont simultan�ement diagonalis-

ables.
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Solution :

1. a) La base canonique de R2 �etant une base orthonorm�ee pour le pro-

duit scalaire canonique, on voit imm�ediatement que f et g sont des endo-

morphismes sym�etriques, leurs matrices associ�ees dans la base (i; j) �etant

sym�etriques r�eelles.

b) S'il existe une base commune de diagonalisation de f et g, alors il existe
une base commune de vecteurs propres de ces deux endomorphismes.

Or les vecteurs propres de g sont les vecteurs �i et �j, avec (�; �) 2 (R� )2,

qui ne sont pas vecteurs propres de f .

Ainsi f et g ne sont pas hhcodiagonalisables ii

2. a) Comme fj commute avec f1, il vient, si x 2 Ker(f1 � �I) :

(f1 � �I)
�
fj(x)

�
= fj

�
(f1 � �I)(x)

�
= fj(0) = 0,

ainsi fj(x) 2 Ker(f1 � �I).

b) Soit z 2 [Ker(f1 � �I)]?. Alors pour tout x 2 Ker(f1 � �I) :

hfj(z); xi = hz; fj(x)i = 0

par la question pr�ec�edente, donc fj(z) 2 [Ker(f1 � �I)]?.

3. a) La propri�et�e d'être un endomorphisme sym�etrique est une propri�et�e
hhuniverselle ii li�ee au produit scalaire. La restriction d'un endomorphisme

sym�etrique �a un sous{espace stable reste donc un endomorphisme sym�etrique

de ce sous{espace.

b) ? Si les endomorphismes g1; : : : gp sont simultan�ement diagonalisables,

il existe une base B de E dans laquelle la matrice associ�ee �a chaque gi est
diagonale. Or deux matrices diagonales commutent : : :

? R�eciproquement, d�emontrons le r�esultat demand�e par r�ecurrence sur la

dimension de E.
Si tous les gi sont des homoth�eties, ils sont diagonalisables dans la base

canonique de E.
Supposons que g1 ne soit pas une homoth�etie. Il existe alors � valeur

propre de g1 telle que 1 6 dimKer(g1 � �I) < n.
Notons F = Ker(g1��I). Le sous{espace F et son orthogonal F? sont stables

par chaque g2; : : : ; gp et la restriction de chacun des ces endomorphismes

sym�etriques �a F et F? reste un endomorphisme sym�etrique.

Il reste �a appliquer l'hypoth�ese de r�ecurrence �a F et F? : il existe des bases

orthonorm�ees de chacun de ces deux sous{espaces de E qui diagonalisent

simultan�ement g1; : : : ; gp. La concat�enation de ces deux bases est une base

orthonorm�ee de E qui diagonalise simultan�ement g1; : : : ; gp.
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Exercice 2.2.

Soit n un entier naturel, tel que n > 2, et E =Mn(R) l'espace vectoriel des

matrices carr�ees d'ordre n �a coe�cients r�eels.

Si A est la matrice de terme g�en�eral (ai;j), on appelle hhtrace ii de A le nombre

tr(A) =
nP
i=1

ai;i.

On note Sn(R) le sous-espace vectoriel de E constitu�e des matrices sym�etriques

et An(R) celui des matrices antisym�etriques (c'est-�a-dire v�eri�ant tA = �A).
On pose en�n, pour (A;B) 2 E2, hA;Bi = tr(A:tB).

1. Exprimer hA;Bi en fonction des coe�cients de A et de B, et montrer que

h:; :i est un produit scalaire. On notera jj:jj la norme associ�ee.

2. Montrer que Sn(R) et An(R) sont suppl�ementaires orthogonaux dans E.

3. On suppose dans cette question n = 3 et on pose

M =

0@ 0 1 2

2 0 1

�1 �1 0

1A
D�eterminer la distance de M �a S3(R), c'est-�a-dire inf

N2S3(R)
jjM �N jj.

4. Soit H = fM 2 E j tr(M) = 0g.
a) Montrer queH est un sous-espace vectoriel de E et donner sa dimension.

b) SoitM 2 H . Calculer hM; Ini (o�u In d�esigne la matrice identit�e d'ordre

n).

c) Soit J la matrice de E dont tous les termes sont �egaux �a 1. D�eterminer

la distance de J �a H .

Solution :

1. On a pour toutes matrices A = (ai;j) et b = (bi;j) :

hA;Bi =
nP
i=1

nP
j=1

ai;jbi;j .

En convenant de confondre Mn(R) avec Rn
2

(en mettant, par exemple, les

lignes hhbout �a bout ii), on reconnâ�t le produit scalaire canonique de Rn
2

et

la base canonique de Mn(R) est orthonorm�ee pour ce produit scalaire.

Notons que l'on a : kAk =
rP

i;j

a2
i;j
.

2. ? Si A 2 Sn(R) et B 2 An(R), on a :

hA;Bi = tr(AtB) = � tr(AB) ; hB;Ai = tr(BtA) = tr(BA).
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Or un calcul simple montre que, pour toutes matrices A et B : tr(AB) =

tr(BA), on en d�eduit :

8A 2 Sn(R);8B 2 An(R); hA;Bi = 0

Ainsi, Sn(R) et An(R), qui sont des sous-espaces vectoriels de Mn(R), sont

des sous-espaces orthogonaux.

? Pour toute matrice M 2Mn(R), on peut �ecrire :

M = 1
2
(M + tM) + 1

2
(M � tM)

La premi�ere matrice �etant sym�etrique et la seconde antisym�etrique, on en

d�eduit :

Mn(R) = Sn(R) +An(R)

La conjonction de ces deux propri�et�es donne :

Mn(R) = Sn(R) �? An(R)

3. d(M;S3(R)) = min
N2S3(R)

kM�Nk = kM�p(M)k, o�u p(M) est la projection

orthogonale de M sur S3(R), c'est-�a-dire o�u p(M) = 1
2
(M + tM).

Ainsi : d(M;S3(R)) =
1
2
kM � tMk

Comme M � tM =

0@ 0 �1 3

1 0 2

�3 �2 0

1A, il vient d(M;S3(R)) =
1
2

p
28 =

p
7.

4. a) On v�eri�e facilement que l'application ' : M 7! tr(M) est lin�eaire de

Mn(R) dans R. Comme cette application est non nulle (on a '(I) = n), son
image est R, qui est de dimension 1 et donc H , qui est son noyau, est un

sous-espace vectoriel de Mn(R) de dimension n2 � 1.

b) hM; Ini = tr(M) = 0, i.e. In 2 H? et H? = Vect(In).

c) Soit q la projection orthogonale sur H?, alors d(J;H) = kq(J)k.

Or q(J) =
hJ; Ini
kInk

In = np
n
In et donc :

d(J;H) = np
n

p
n = n.

Exercice 2.3.

Soit M 2 M3(R) et A 2M3;1(R).

1. On suppose que A est un vecteur propre de tM .

Montrer que pour tout X 2 M3;1(R),
tAX = 0 entrâ�ne tAMX = 0.

2. Soit M 2M3(R). Montrer que M et tM ont les mêmes valeurs propres et

que les sous-espaces propres associ�es sont de même dimension.
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3. On consid�ere l'espace vectoriel E = R3 muni de sa base canonique

(e1; e2; e3). Soit f 2 L(E) de matrice M , g 2 L(E) de matrice tM dans

cette base.

Montrer que u = a1e1+a2e2+a3e3 est un vecteur propre de g si et seulement

si le plan d'�equation P d'�equation a1x+ a2y + a3z = 0 est stable par f .

4. On pose M =

0@ 7 3 �4
�6 �2 5

4 2 �1

1A.

a) Donner les valeurs propres de M .

b) Donner toutes les droites stables par f .

c) Donner tous les plans stables par f .

Solution :

1. Soit � la valeur propre associ�ee, on a tAMX = t(tMA)X = t(�A)X =

�tAX .

Ainsi si tAX = 0, il vient �tAX = 0 et tAMX = 0.

2. On sait que pour toute matrice M , rg(M) = rg(tM). Ainsi M � �I3 n'est

pas inversible, si et seulement si t(M � �I3) = tM � �I3 n'est pas inversible,

donc les valeurs propres sont les mêmes et ces deux matrices ayant alors

le même rang, leurs noyaux sont de même dimension, donc les sous-espaces

propres associ�es sont de même dimenson.

3. Soit A =

0@a1
a2
a3

1A et X =

0@x
y
z

1A.

? Si u = a1e1 + a2e2 + a3e3 est un vecteur propre de g, A est un vecteur

colonne propre de tM , donc :

v = xe1+ye2+ze3 2 P =) tAX = 0 =) tA(MX) = 0 =) f(u) 2 P ,
et P est stable par f .

? Si P est un plan stable par f , avec les mêmes notations, (a1; a2; a3) 6=
(0; 0; 0) et tAX = 0 =) tAMX = 0. Notons alors tAM = ( b1 b2 b3 ),
on a :

a1x+ a2y + a3z = 0 =) b1x+ b2y + b3z = 0,

donc le syst�eme

�
a1x+ a2y + a3z = 0

b1x+ b2y + b3z = 0
n'est pas de rang 2 et la matrice�

a1 a2 a3
b1 b2 b3

�
est de rang 1, donc sa deuxi�eme ligne est proportionnelle �a

sa premi�ere : 9� 2 R; tAM = �tA, soit tMA = �A et A est colonne propre

de tM .
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4. a) M � �I3 =

0@ 7� � 3 �4
�6 �2� � 5

4 2 �1� �

1A
�

L1 4L1�(7��)L3

L2 2L2+3L3

0@ 0 �2 + 2� �9 + 6�� �2

0 2� 2� 7� 3�
4 2 �1� �

1A
�

L1 L1+L2

0@ 0 0 ��2 + 3�� 2

0 2� 2� 7� 3�
4 2 �1� �

1A
Si on veut la forme habituelle d'ue r�eduite de Gauus, il su�t de permuter

alors les lignes L1 et L3. Comme ��2+3�� 2 = �(�� 1)(�� 2), les valeurs

propres de M sont 1 et 2.

b) ? Le sous-espace propre associ�e �a la valeur propre 1 est d�e�ni par le

syst�eme : 8<:
0 = 0

4z = 0

4x+ 2y � 2z = 0

donc est la droite dirig�ee par le vecteur (1;�2; 0).
? Le sous-espace propre associ�e �a la valeur propre 2 est d�e�ni par le syst�eme :8<:

0 = 0

�2y + z = 0

4x+ 2y � 3z = 0

Ce qui donne z = 2y et x = y. Il s'agit de la droite engendr�ee par (1; 1; 2).

Une droite stable �etant engendr�ee par un vecteur propre, il n'existe que deux

droites stables par f , �a savoir les deux droites pr�ec�edentes.

c) On sait d�ej�a que les valeurs propres de tM sont 1 et 2.

On obtient E1(
tM) = Vect

0@�4
�2
3

1A et E2(
tM) = Vect

0@�2
�2
1

1A
Ainsi il existe exactement deux plans stables par f , �a savoir les plans

d'�equations respectives 4x+ 2y � 3z = 0 et 2x+ 2y � z = 0.

Exercice 2.4.

Soit E un espace vectoriel r�eel de dimension �nie n 2 N� . On notera IdE
l'application identit�e de E et In la matrice identit�e de Mn(R).

Soit f un endomorphisme de E tel que f � f = �IdE .

1. Montrer que f est un automorphisme de E.

2) Soit p 2 N� . On consid�ere une famille (e1; : : : ; ep) de vecteurs de E.
On suppose que la famille (e1; : : : ; ep; f(e1); : : : ; f(ep�1)) est libre. Montrer

qu'alors la famille (e1; : : : ; ep; f(e1); : : : ; f(ep)) est libre.
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3. Montrer qu'il existe un entier p 2 N� et p vecteurs e1; : : : ; ep de E tels que

la famille (e1; : : : ; ep; f(e1); : : : ; f(ep)) soit une base de E.

Quelle est la matrice de f dans cette base ?

4. Soit A 2 M2p(R) telle que A
2 = �I2p.

a) Montrer que A ne poss�ede aucune valeur propre r�eelle.

b) Montrer que A est diagonalisable sur C .

c) Soit B 2 M2p(R) telle que B2 = �In. Montrer que A et B sont

semblables.

5. On pose A =

0B@
1 1 �3 1

1 0 �1 2

1 0 �1 1

0 �1 1 0

1CA
On suppose que A est la matrice de f 2 L(R4 ) dans la base canonique de R4 .

a) Calculer A2.

b) Donner une base de R4 dans la quelle la matrice de f est :

J =

0B@
0 0 �1 0

0 0 0 �1
1 0 0 0

0 1 0 0

1CA.

Solution :

1. f est bijective et f�1 = �f , donc f est un automorphisme de E.

2. Supposons la famille
�
e1; : : : ; ep; f(e1); : : : ; f(ep)

�
li�ee, alors par libert�e de

la famille des 2p� 1 premiers vecteurs, il existe une unique liste de scalaires

telle que :

f(ep) =
pP

k=1

�kek +
p�1P
k=1

�kf(ek)

et, en appliquant f :

�ep =
pP

k=1

�kf(ek)�
p�1P
k=1

�kek

ou encore : �pf(ep) =
p�1P
k=1

�kek � ep �
p�1P
k=1

�kf(ek) ;

alors que : �pf(ep) =
p�1P
k=1

�p�kek + �2
p
ep +

p�1P
k=1

�p�kf(ek)

Par unicit�e de la d�ecomposition de f(ep), on en d�eduit �2
p
= �1, ce qui est

impossible dans R.

En conclusion
�
e1; : : : ; ep; f(e1); : : : ; f(ep)

�
est une famille libre.
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3. On initialise le processus avec un vecteur e1 6= 0 et
�
e1; f(e1)

�
est libre,

: : :Le processus s'arrête car E est de dimension �nie. On obtient ainsi une

base B du type demand�e (donc n est pair de la forme 2p) et :

MB(f) = J =

�
0 �Ip
Ip 0

�
4. a) Soit � une �eventuelle valeur propre r�eelle de A et X une colonne propre

associ�ee.

On aurait donc AX = �X et �X = A2X = �2X , d'o�u �2 = �1, ce qui est

impossible dans R.

SpecR(A) = ;

b) Proposons une m�ethode un peu plus inhabituelle :

A v�eri�e (A� iI)(A+ iI) = 0, soit (A� iI)(A� iI + 2iI) = 0, ou encore :

(A� iI)2 = �2i(A� iI)

Ainsi la matriceB = � 1
2i
(A�iI) v�eri�eB2 = B, donc est diagonalisable dans

Mn(C ), puisque matrice de projecteur. La matrice A est alors diagonalisable,

avec la même matrice de passage.

c) A et B sont semblables �a la même matrice J , donc semblables entre

elles.

5. a) On trouve A2 = �I4.

b) On prend e1 =

0B@
1

0

0

0

1CA et e3 = Ae1 =

0B@
1

1

1

0

1CA. Le vecteur e2 =

0B@
0

0

0

1

1CA n'est

pas dans le plan Vect(e1; e3) et e4 = Ae2 =

0B@
1

2

1

0

1CA ach�eve la d�etermination

de B.

Pour P =

0B@
1 0 1 1

0 0 1 2

0 0 1 1

0 1 0 0

1CA, on a P�1AP = J .

Exercice 2.5.

A tout polynôme P de R[X ] on associe N(P ) =
+1P
k=0

��P (k)(k)
��.

1. a) V�eri�er que N(P ) est bien d�e�ni pour tout polynôme P de R[X ].

b) Montrer que N v�eri�e :

(i) 8P 2 R[X ]; N(P ) > 0 et N(P ) = 0 =) P = 0
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(ii) 8P 2 R[X ];8� 2 R; N(�P ) = j�j:N(P )

(iii) 8P;Q 2 R[X ]; N(P +Q) 6 N(P ) +N(Q).

Soit n 2 N� et ' :
IRn[X ] �! IRn+1

P 7�! (P (0); P 0(1); :::; P (n)(n))

2. a) Montrer que ' est un isomorphisme de Rn [X ] sur Rn+1 . Donner sa

matrice M dans les bases canoniques de Rn [X ] et Rn+1 .

b) Montrer que M est diagonalisable.

3. On suppose n = 3

a) D�eterminer M�1

b) Soit P 2 R3 [X ].

Exprimer P 0(0) et P 00(0) en fonction de P 0(1), P 00(2) et P (3)(3).

Solution :

1. a) N(P ) est bien d�e�ni, car la sommation qui d�e�nit ce nombre est en fait

�nie (pour k > degP; P (k)(k) = 0).

b) i) On a clairement N(P ) > 0 et si P n'est pas la polynôme nul, notons k
son degr�e. On a alors P = akX

k+ � � �, d'o�u P (k)(k) = k!ak 6= 0 et N(P ) > 0.

Ce qui donne le r�esultat par contrapos�ee.

ii) et iii) r�esultent de la lin�earit�e de la d�erivation et des propri�et�es de la

fonction hhvaleur absolue ii.

2. a) ' est clairement lin�eaire et P 2 Ker' =) N(P ) = 0 =) P = 0,

donc Ker' = f0g et ' est injectif.

Puisque dimRn [X ] = n+ 1 = dimRn+1 , ' est donc un isomorphisme.

M =

0BBBB@
1 0 0 : : : 0

0 1 2 : : : n
0 0 2 : : : n(n� 1)2n�2

...
...

. . .
. . .

...

0 0 0 : : : n!

1CCCCA 2Mn+1(R)

b) Les valeurs propres de M sont en �evidence : 1; 2; 3!; : : : ; n! et sont au
nombre de n.

Le sous-espace propre relatif �a la valeur propre 1 est de dimension 2 et

engendr�e par les matrices colonnes

0BB@
1

0

0
...

1CCA et

0BB@
0

1

0
...

1CCA, doncM est diagonalisable.
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3. a) M =

0B@
1 0 0 0

0 1 2 3

0 0 2 12

0 0 0 6

1CA =) M�1 =

0B@
1 0 0 0

0 1 �1 3=2
0 0 1=2 �1
0 0 0 1=6

1CA.

b) On a P (X) =
3P

k=0

P (k)(0)

k!
Xk et :

M

0BBBBB@
P (0)
P 0(0)

P 00(0)
2

P (3)(0)
6

1CCCCCA =

0B@
P (0)
P 0(1)
P 00(2)
P (3)(3)

1CA =)

0BBBBB@
P (0)
P 0(0)

P 00(0)
2

P (3)(0)
6

1CCCCCA =M�1

0B@
P (0)
P 0(1)
P 00(2)
P (3)(3)

1CA
D'o�u l'on d�eduit : (

P 0(0) = P 0(1)� P 00(2) + 3
2
P (3)(3)

P 00(0) = P 00(2)� 2P (3)(3)

Exercice 2.6.

Soit n 2 N� . On note E = Rn [X ] l'espace vectoriel des polynômes �a

coe�cients r�eels de degr�e inf�erieur ou �egal �a n.
Soit L l'application d�e�nie sur E par

L(P ) =

Z 1

�1

P (t) dt

1. Montrer que L est une application lin�eaire. D�eterminer son image et la

dimension de son noyau. Donner une base de son noyau.

2. Pour tout � r�eel non nul, on consid�ere l'application T� d�e�nie sur E par

T�(P ) = P + �L(P )X

a) Montrer que T� est un endomorphisme de E.

b) �Ecrire la matrice associ�ee �a T� dans la base canonique de E.

c) D�eterminer les valeurs propres de T� ainsi que son rang. L'endomorphisme

T� est-il diagonalisable ?

d) Montrer que T� est bijective, d�eterminer T�1
�

.

Solution :

1. L'application L est une forme (puisque pour tout P 2 E, L(P ) 2 R)

lin�eaire par lin�earit�e de l'int�egrale. Son image est R, car L(1) = 2 6= 0 et par

le th�eor�eme du rang, son noyau est de dimension n.

On remarque que tout polynôme impair est �el�ement de KerL.
� si n = 2p, la famille (X;X3; : : : ; X2p�1) est de cardinal p et ses �el�ements

appartiennent �a KerL. Pour tout k 2 [[1; p]], on a :
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L(X2k) = 2
2k + 1

=) 2k + 1
2

X2k � 2k � 1
2

X2k�2 2 KerL

La famille
�
� 1

2
+ 3

2
X2; : : : ;�2p� 1

2
X2p�2 +

2p+ 1
2

X2p
�
est de cardinal p

et ses �el�ements appartiennent �a KerL.

L'hhunion ii des deux familles est de cardinal 2p et forme une base du noyau de

L (cette famille est libre, puisque ses �el�ements sont des polynômes de degr�es

�echelonn�es).

� si n = 2p+1, la famille (X;X3; : : : ; X2p+1) est de cardinal p+1 et est form�ee

d'�el�ements de KerL. La famille
�
�1
2
+3
2
X2; : : : ;�2p� 1

2
X2p�2+

2p+ 1
2

X2p
�

est de cardinal p et form�ee d'�el�ements de KerL.

L'hhunion ii des deux familles est de cardinal 2p+1 et forme une base du noyau

de L, puisque ses �el�ements sont des polynômes de degr�es �echelonn�es.

(On peut �evidemment faire d'autres choix: : : )

2. a) On v�eri�e imm�ediatement que T� est une application lin�eaire de E.
Pour tout k 2 [[1; n]], on a :

T�(X
k) =

(
X2j + 2�

2j + 1
X si k = 2j

X2j+1 si k = 2j + 1

b) La matrice associ�ee �a T� dans la base canonique de E s'en d�eduit

imm�ediatement. Par exemple dans le cas o�u n est pair (n = 2p) :0BBBBB@
1 0 : : : : : : 0

2� 1 2�
3

: : : 2�
2p+ 1

0 0 1 0
...

...
. . .

...

0 0 : : : : : : 1

1CCCCCA
c) Soit � une valeur propre de T� et P un polynôme propre associ�e. On a

alors :

T�(P ) = �P () �L(P )X = (�� 1)P

� si P 2 KerL, alors (�� 1)P = 0, donc � = 1.

R�eciproquement, si � = 1, comme � 6= 0, on a P 2 KerL.

Ainsi � = 1 est valeur propre de T�, le sous{espace propre associ�e �etant le

noyau de L qui est de dimension n.

� si � 6= 1, alors L(P ) 6= 0, et P =
�L(P )
�� 1

X . Mais dans ce cas

L(P ) =
�L(P )
�� 1

L(X) = 0

C'est une contradiction.
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Finalement, T� n'admet qu'une seule valeur propre � = 1. Le sous{espace

propre associ�e n'�etant pas E tout entier, l'endomorphisme T� n'est pas

diagonalisable.

d) L'endomorphisme T� est bijectif, puisque 0 n'est pas une valeur propre.

Comme E = Vect(1)�KerL et comme (T� � I)P = �L(P )X , il vient :�
(T� � I)jKerL = 0

(T� � I)(1) = 2�X
=) (T� � I)2 = 0

Donc :

T 2
�
� 2T� + I = 0 et T�1

�
= 2I � T�

Exercice 2.7.

Q d�esigne l'ensemble des nombres rationnels. R[X ] d�esigne l'espace vectoriel

des polynômes �a coe�cients r�eels.

Soit m un entier naturel, et q0; q1; : : : ; qm, (m+ 1) nombres r�eels distincts.

1. Montrer que pour tout j 2 f0; : : : ;mg il existe un unique polynôme Lj de
degr�e inf�erieur ou �egal �a m tel que

Lj(qk) =
n
1 si k = j
0 sinon

2. a) Montrer que la famille (L0; : : : ; Lm) forme une base de l'espace vectoriel

Rm [X ] des polynômes �a coe�cients r�eels de degr�e inf�erieur ou �egal �a m.

b) Soit P 2 Rm [X ]. D�eterminer l'expression de P dans cette base.

3. D�eterminer l'ensemble suivant : E = fP 2 R[X ] j 8q 2 Q; P (q) 2 Qg.

4. Soit E un R{espace vectoriel de dimension �nie n > 1 et u un endomor-

phisme de E diagonalisable.

Montrer qu'il existe k scalaires, �1; : : : ; �k et k projecteurs de E, p1; : : : ; pk
v�eri�ant les trois propri�et�es :

i) pour tout i 6= j; pi � pj = 0

ii) Id = p1 + � � �+ pk, o�u Id repr�esente l'endomorphisme identit�e

iii) u = �1p1 + � � �+ �kpk.

Solution :

1. Soit j 2 [[0;m]]. D�e�nissons le polynôme Lj de degr�e m par

Lj(X) =
mQ
i=0
i 6=j

X � qi
qj � qi

On a alors de fa�con �evidente : Lj(qk) =
n
1 si k = j
0 sinon

.
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D'autre part, si P est un polynôme ayant les propri�et�es demand�ees, alors le

polynôme P�Lj s'annule en q0; : : : ; qm (y compris qj), �etant de degr�e inf�erieur
ou �egal �a m, c'est le polynôme nul et P = Lj , ce qui montre l'unicit�e de la

solution.

2. a) Les polynômes L0; L1; : : : ; Lm sont �el�ements de Rm [X ] et le cardinal

de la famille (L0; L1; : : : ; Lm) est m + 1. Montrons qu'ils forment une

famille libre. Soit (�0; : : : ; �m) tels que
mP
k=0

�kLk = 0. On a alors pour tout

j 2 [[0;m]] :

0 =
mP
k=0

�kLk(qj) = �j

Ainsi la famille est libre de cardinal ad hoc et form�ee d'�el�ements de Rm [X ],

donc est une base de cet espace.

b) Si l'on pose P =
mP
k=0

�kLk, alors le raisonnement pr�ec�edent montre que

pour tout j 2 [[0;m]], �j = P (qj). Donc

P =
mP
k=0

P (qk)Lk

3. Montrons que E = Q[X ], c'est-�a-dire l'ensemble des polynômes �a coe�-

cients rationnels.

� si P 2 Q[X ], alors pour tout q 2 Q; P (q) 2 Q.

� R�eciproquement si P 2 E , on peut supposer P de degr�em. On choisit alors

(m + 1) nombres rationnels distincts q0; q1; : : : ; qm. La question pr�ec�edente

permet d'�ecrire :

P =
mP
k=0

P (qk)Lk; avec Lk 2 Q[X ]

Donc P 2 Q[X ].

4. L'endomorphisme u �etant diagonalisable, on peut �ecrire E =

kM
i=1

E�i
, o�u

(�1; : : : ; �k) sont les valeurs propres distinctes de u et (E�1
; : : : ; E�k

) les sous-

espaces propres associ�es.

Les r�eels �1; : : : ; �k permettent de d�e�nir k polynômes L1; : : : ; Lk comme

dans la premi�ere question. Posons alors, pour tout j 2 [[1; k]] :

pj = Lj(u) =
Q
i6=j

u� �iId
�j � �i

Soit x 2 E. On peut �ecrire x = x1 + � � �+ xk, chaque xi appartenant �a E�i
.

On a alors :

pj(x) = Lj(u)(x1 + � � �+ xk) = Lj(u)(xj) = xj

Cela montre que p2
j
= pj et que pour k 6= j; pj � pk = 0.
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En�n, par la question 2,

1 =
kP
i=1

Li =) Id =
kP
i=1

Li(u) =
kP
i=1

pi

X =
kP
i=1

�iLi =) u =
kP
i=1

�iLi(u) =
kP
i=1

�ipi

Exercice 2.8.

Soit a un r�eel, a 6= 1, et p un entier naturel. On note Rp [X ] l'ensemble des

polynômes sur R de degr�e inf�erieur ou �egal �a p. On pose :

Sa;p = fu = (un)n>0 j 9P 2 Rp [X ] tel que 8n 2 N; un+1 = aun + P (n)g

1. Soit u 2 Sa;p.
Montrer l'unicit�e du polynôme P tel que 8n > 0; un+1 = aun + P (n).

(on pourra utiliser la fonction ' : Rp [X ]! Rp+1 d�e�nie par :

'(P ) = (P (0); P (1); : : : ; P (p)) .)

On notera Pu le polynôme ainsi d�e�ni. En d�eduire que Sa;p est un R{espace

vectoriel.

2. Soit � : Sa;p ! Rp [X ] d�e�nie par �(u) = Pu. Montrer que � est lin�eaire et

d�eterminer Ker � ainsi qu'une base de cet espace.

3. Pour k 2 N, on pose Rk(X) = (X + 1)k � aXk.

a) Montrer que la famille (R0; R1; : : : ; Rp) est une base de Rp [X ].

b) Montrer que pour tout k 2 f0; 1; : : : ; pg, Rk 2 Im �. En d�eduire Im �.

c) Quelle est la dimension de Sa;p ?

d) D�eterminer une base de Sa;p.

4. D�eterminer la suite (un)n>0 v�eri�ant :

u0 = �2 et pour tout n > 0; un+1 = 2un � 2n+ 7.

Solution :

1. L'application ' est lin�eaire entre deux espaces vectoriels de même dimen-

sion p + 1. Son noyau est r�eduit �a f0g, car si P 2 Ker', le polynôme P
de degr�e inf�erieur ou �egal �a p admet (p + 1) racines distinctes, donc est le

polynôme nul.

L'application ' est donc un isomorphisme de Rp [X ] sur Rp+1 .

Supposons qu'il existe deux polynômes P et Q d�e�nissant la suite u 2 Sa;p.
Alors pour tout n 2 N; P (n) = Q(n) et en particulier '(P ) = '(Q), soit
P = Q.

En�n Sa;p contient la suite nulle associ�ee au polynôme nul et si (u; v) 2 S2
a;p

et � 2 R, alors �u+ v 2 Sa;p associ�ee au polynôme �Pu + Pv.
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2. La lin�earit�e de l'application � a �et�e d�emontr�ee dans la question pr�ec�edente.

Soit u 2 Ker �. Cela signi�e que Pu = 0 donc que pour tout n 2 N; un+1 =

aun. La suite (un) est une suite g�eom�etrique de raison a et un = anu0.

R�eciproquement, si (un) est une suite g�eom�etrique de raison a, on a un+1 =
aun et u 2 Sa;p entrâ�ne que Pu = 0.

Ainsi Ker � est la droite engendr�ee par la suite (an)n2N.

3. a) Comme a 6= 1, la famille (R0; : : : ; Rp) est une famille de polynômes de

Rp [X ] de degr�es �echelonn�es et de cardinal (p + 1). C'est donc une base de

Rp [X ].

b) Soit k 2 [[0; p]]. La suite x(k), d�e�nie pour tout n 2 N par x
(k)
n = nk,

v�eri�e pour tout n 2 N :

x
(k)
n+1 = ax

(k)
n +Rk(n) = ax

(k)
n +

�
(n+ 1)k � ank

�
Donc, pour tout k 2 [[0; p]]; Rk 2 Im � et Im � = Rp [X ].

c) Par le th�eor�eme du rang, il vient dimSa;p = 1 + p+ 1 = p+ 2.

d) Une base de Sa;p est d�e�nie par
�
(an)n2N; x

(0); : : : ; x(p)
�
. En e�et, c'est

une famille de cardinal (p + 2) qui est libre car si
pP

k=0

�kx
(k) + �(an) = 0,

alors en appliquant �, il vient
pP

k=0

�kRk = 0 et donc �1 = � � � = �p = 0, puis

� = 0.

4. Appliquons les r�esultats pr�ec�edents.

La suite cherch�ee est de la forme n 7! �an + �0x
(0)
n + �1x

(1)
n .

En regardant les premi�eres valeurs, il vient8<:
�+ �0 = �2
2�+ �0 + �1 = 3

4�+ �0 + 2�1 = 11

d'o�u

8<:
� = 3

�0 = �5
�1 = 2

soit :

8n 2 N; un = 3:2n + 2n� 5

Exercice 2.9.

Soit u un endomorphisme non nul de R4 tel que u2 = u � u = 0.

1. a) D�eterminer les valeurs propres de u.

b) L'endomorphisme u est-il diagonalisable ?

2. a) Comparer Imu et Keru. En d�eduire que rgu � 2.

b) Montrer que si rgu = 1, il existe une base de R4 dans laquelle u est

repr�esent�e par une matrice dont tous les coe�cients sont nuls sauf un.

Dans toute la suite de l'exercice, on suppose que u est de rang �egal �a deux.
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3. Montrer qu'il existe une base B de R4 dans laquelle u est repr�esent�e par

la matrice 0B@
0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1CA
4. Existe-t-il un endomorphisme v de R4 tel que v2 = u ?

5. On note C(u) = fv 2 L(R4 ) = u � v = v � ug et
P(u) = fv 2 L(R4 ) = 9S 2 R[X ]; v = S(u)g

a) Montrer que C(u) est un sous-espace vectoriel de L(R4 ) et en donner la

dimension.

b) A-t-on C(u) = P(u) ?

Solution :

1. a) Comme u2 = 0, si � est valeur propre de u, alors �2 = 0.

R�eciproquement, comme u2 = 0, l'endomorphisme u n'est pas injectif et

0 est valeur propre de u. Finalement la seule valeur propre de u est 0.

b) L'endomorphisme u n'est pas diagonalisable, car autrement on aurait

u = 0.

2. a) Comme u �u = 0, on a Imu � Keru. Le th�eor�eme du rang entrâ�ne que

4 = rg(u) + dimKeru > 2 rg(u). D'o�u rg(u) 6 2.

b) Soit (y) une base de Imu. Il existe x 2 R4 tel que y = u(x). Comme

Imu � Keru, on compl�ete (y) en (y; z; t) base de Keru. Alors (x; y; z; t) est
une base de R4 . En e�et :

ax + by + cz + dt = 0 =) u(ax + by + cz + dt) = au(x) = ay = 0, donc

a = 0, puis by + cz + dt = 0 =) b = c = d = 0.

La matrice associ�ee �a u dans cette base est :

M =

0B@
0 0 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

1CA
3. Dans le cas o�u rg(u) = 2, on a Imu = Keru. Soit (e1; e2) une base de Keru.
Il existe e3; e4 tels que u(e3) = e1; u(e4) = e2. La famille (e1; e2; e3; e4) est
une base de R4 (d�emonstration identique �a celle de la question pr�ec�edente)

et la matrice associ�ee �a u dans cette base est :0B@
0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1CA
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4. La r�eponse �a cette question est positive. Par exemple l'endomorphisme v
dont la matrice associ�ee dans la base pr�ec�edente est0B@

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

1CA
v�eri�e v2 = u.

5. a) Si (v; w) 2 C(u) et � 2 R, alors :

(�v + w) � u = �(v � u) + (w � u) = �(u � v) + (u � w) = u � (�u+ w)

Puisque 0 2 C(u), l'ensemble C(u) est non vide et est donc un sous-espace

vectoriel de L(R4 ).
Pour d�eterminer la dimension de C(u), on fait un calcul matriciel et on trouve

l'ensemble des matrices de la forme :0B@
a b e f
c d g h
0 0 a b
0 0 c d

1CA
avec (a; b; c; d; e; f; g; h) r�eels. Ainsi dim C(u) = 8.

b) Comme u2 = 0, on voit imm�ediatement que P(u) = Vect(Id; u) qui est
de dimension 2. Donc P(u) est di��erent de C(u).

Exercice 2.10.

Dans cet exercice, n d�esigne un entier sup�erieur ou �egal �a 2.

1. Soit (�1; : : : ; �n) 2 C n tel que :

8 j 2 [[1; n]]; �
j

1 + �
j

2 + � � �+ �j
n
= n

On se propose de d�eterminer les �k . Pour cela, on pose

S(X) =
nQ

k=1

(X � �k)

et on note p le nombre de racines distinctes de S et f�1; : : : ; �pg l'ensemble

des racines de S. En�n, pour tout i 2 [[1; p]], on note ni l'ordre de multiplicit�e

de la racine �i de S.

a) Montrer que la matriceM deMp(C ) de terme g�en�eralmi;j = �i�1
j

pour

(i; j) 2 [[1; p]]2 est inversible.

b) Pour j 2 [[0; n]], donner la valeur de
pP
i=1

ni�
j

i
.

c) On note X =

0B@n1(�1 � 1)
...

np(�p � 1)

1CA 2Mp;1(C ). Calculer MX .

d) D�eduire de ce qui pr�ec�ede que pour tout i 2 [[1; n]]; �i = 1.
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2. Si A 2 Mn(C ), on appelle trace de A et on note tr(A) la somme des

coe�cients diagonaux de A.

a) Montrer que 8 (A;B) 2 (Mn(C ))
2 ; tr(AB) = tr(BA).

b) En d�eduire que 8 (A;P ) 2Mn(C ) �GLn(C ); tr(P
�1AP ) = tr(A).

3. Soit A 2 Mn(C ) diagonalisable telle que pour tout j 2 [[1; n]]; tr(Aj) = n.
D�eterminer la matrice A.

Solution :

1. a) Montrons que les lignes L1; : : : ; Lp de la matrice M sont lin�eairement

ind�ependantes. Soit (a1; : : : ; ap) 2 C p tel que
pP
i=1

aiLi = 0.

Posons R(t) = a1 + a2t+ � � �+ apt
p�1. On a alors

R(�1) = R(�2) = � � � = R(�p) = 0.

Le polynôme R de degr�e inf�erieur ou �egal �a (p� 1) admet p racines : c'est le

polynôme nul et a1 = � � � = ap = 0, d'o�u la conclusion.

b) On a : S(t) =
nQ

k=1

(t� �k) =
pQ
i=1

(t� �i)
ni .

On a donc, pour tout j 2 [[1; n]] :
pP
i=1

ni�
j

i
=

nP
k=1

�j
k
= n.

En�n
pP
i=1

ni�
0
i
=

pP
i=1

ni = n = deg(S).

c) Par di��erence, on d�eduit que pour tout j 2 [[1; p]] :
pP
i=1

ni�
j�1
i

(�i � 1) = n� n = 0, donc MX = 0.

d) La matrice M �etant inversible, cela entrâ�ne que X = 0, soit, pour tout

i 2 [[1; p]]; ni = 0 ou �i = 1.

Comme les ni sont dans N� et que les �i sont deux �a deux distincts, ceci

impose p = 1; �1 = 1 et n1 = n. Autrement dit, pour tout k 2 [[1; k]]; �k = 1.

2. a) Notons A = (ai;j)16i;j6n et B = (bi;j)16i;j6n. On a alors :

tr(AB) =
nP
i=1

�
nP

k=1

ai;kbk;i

�
=

nP
k=1

�
nP

k=1

bk;iai;k

�
= tr(BA)

b) Si P est inversible, on peut �ecrire, par la question pr�ec�edente :

tr(P�1AP ) = tr(APP�1) = tr(A)

3. Il existe une matrice D = diag(�1; : : : ; �n) et P inversible telles que

P�1AP = D. On a alors pour tout j 2 [[1; n]] :
nP

k=1

�j
k
= trDj = tr(PAjP�1) = trAj = n.
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Par la premi�ere question, pour tout k 2 [[1; n]]; �k = 1 et D = I ; donc :

A = PIP�1 = I .

Exercice 2.11.

Soit E un espace vectoriel de dimension �nie n 6= 0 sur R.

1. a) Montrer que pour tout endomorphisme f de E il existe un polynôme

non nul P de R[X ] tel que P (f) = 0. Ce polynôme est-il unique ?

b) Existe-t-il un polynôme non nul P de R[X ] tel que pour tout f de L(E)
on ait P (f) = 0 ?

2. Soit (f; u) 2 L(E)2 et � 2 R tels que f = �:u et f2 = �2:u.

a) D�eterminer un polynôme annulateur simple de f .

b) Montrer que f est diagonalisable. (pour � 6= 0 on pourra pour un x

donn�e, �ecrire x = x1 + x2 avec x1 = � 1
�
[f(x) � �x] et x2 = 1

�
f(x) et

s'int�eresser �a f(x1) et (f � �:idE)(x2))

c) Dans le cas o�u � 6= 0, que peut-on dire de u ?

3. Soit (f; u; v) 2 L(E)3 et (�; �) 2 R2 tels que f = �:u+�:v, f2 = �2:u+�2:v
et f3 = �3:u+ �3:v.

a) Calculer f3� (�+�)f2+��f . Qu'en d�eduit-on pour les valeurs propres

de f ?

b) Montrer que si l'on est dans un des trois cas suivants : � = 0, � = 0 ou

� = �, alors f est diagonalisable.

c) Si �� 6= 0 et � 6= � montrer que f est diagonalisable. On pourra proc�eder

comme suit :

i) exprimer u et v en fonction de f ;
ii) montrer que u et v sont des projecteurs (par exemple en calculant

u � (u� idE)) tels que u � v = v � u = 0 ;

iii) montrer que Ker f = Keru \Ker v et Im f = Imu� Im v ;
iv) montrer que E = Kerf � Im f ;

et conclure.

Solution :

1. On sait que L(E) est de dimension n2. La famille (I; f; f2; : : : ; fn
2

) est

donc li�ee ; il existe des scalaires (a0; a1; : : : ; an2) non tous nuls tels que

n
2P

k=0

akf
k = 0

et donc un polynôme P de degr�e inf�erieur ou �egal �a n2 tel que P (f) = 0.

Ce polynôme n'est pas unique puisque tout multiple de P est encore annula-

teur.
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b) Supposons qu'il existe un polynôme P non nul tel que pour tout

f 2 L(E), P (f) = 0. Ce polynôme est de degr�e p et admet au plus p racines

r�eelles ; soit � r�eel qui n'est pas racine de P ; alors f = �I ne peut être annul�e
par P , puisque P (�I) = P (�)I 6= 0.

2. a ) Il est �evident que f2 ��f = 0. Donc P (X) = X2��X est annulateur

de f . Les valeurs propres de f sont �a prendre dans l'ensemble f0; �g.

b) Si � = 0, alors f = 0 est diagonal.

Supposons � 6= 0. �Ecrivons :

x = x1 + x2; avec x1 = � 1
�

�
f(x)� �x

�
; x2 =

1
�
f(x)

On a ainsi : (
f(x1) = � 1

�

�
f2(x) � �f(x)

�
= 0

f(x2)� �x2 =
1
�
(f2 � �f)(x) = 0

Ainsi x1 2 E0(f) = Ker f , et x2 2 E�(f) = Ker(f��I). Cela signi�e que ces
deux sous-espaces (qui sont en somme directe, puisque E0(f)\E�(f) = f0g)
sont suppl�ementaires et que f est diagonalisable.

c) Si � 6= 0, alors u = 1
�
f v�eri�e u2 = u, c'est{�a{dire que u est un

projecteur.

3. a) Un calcul �el�ementaire montre que f3�(�+�)f2+��f = 0. Le polynôme

X(X2 � (�+ �)X + ��) est annulateur de f .

Les valeurs propres de f sont �a choisir dans f0; �; �g.

b) Si � = 0, ou � = 0 ou � = �, on est ramen�e �a la question pr�ec�edente,

et f est diagonalisable.

c) Si �� 6= 0 et � 6= �, il vient :

i) u =
f2 � �f

�(� � �)
; v =

f2 � �f

�(� � �)
.

ii) On a :

u2 � u =
1

(�(� � �))2
�
f � (f � �I) � (f2 � �f � �(� � �)I

�
=

1

(�(� � �))2
f �
�
f3 � 2�f2 � (�2 � �� + �2)f + ��(� � �)I

�
=

1

(�(� � �))2
�
f � [(�� �)f2 � (�2 � �2)f + ��(� � �)I ]

�
=

1

�2(� � �)

�
f3 � (� + �)f2 + ��f

�
= 0

L'endomorphisme u est donc un projecteur.

Une d�emonstration identique montre que v est �egalement un projecteur.
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De plus :

u � v = v � u =
1

��(� � �)2
(f � (f � �I) � f � (f � �I))

=
1

��(� � �)2
f �
�
f3 � (� + �)f2 + ��f

�
= 0

iii) Comme f = �u + �v, on a Keru \Ker v � Ker f . R�eciproquement,

la question i) montre que Ker f � Keru et Ker f � Ker v. Finalement

Keru \Kerv = Ker f .

Soit x 2 Imu \ Im v, alors puisque u et v sont des projecteurs, x = u(x) =
v(x) ; donc f2(x) � �f(x) = f2(x) � �f(x) et comme � 6= �, f(x) = 0 et

u(x) = v(x) = x = 0.

De plus, comme, pour tout x 2 E, f(x) = �u(x) + �v(x), on a Im f �
Imu� Im v, et par la question i) Imu � Im f et Im v � Im f . Finalement

Imu� Im v = Im f

iv) Finalement si x 2 Ker f \ Im f , il existe y 2 E tel que

x = f(y) = �u(y) + �v(y).

Alors : 0 = f(x) = f2(y) = �2u(y) + �2v(y), donc avec la somme directe

obtenue en iii), u(y) = v(y) = 0 et x = 0.

Par le th�eor�eme du rang, il vient :

E = Kerf � Im f = Ker f � Imu� Im v

Il su�t maintenant de v�eri�er :

� si � est valeur propre de f , alors Imu = E�,

� si � est valeur propre de f , alors Im v = E� ,

� si 0 est valeur propre de f , alors Kerf = E0.

Quitte �a supprimer �eventuellement les sous{espaces r�eduits �a f0g, on conclut

que f est diagonalisable.

Exercice 2.12.

On consid�ere le R-espace vectoriel E = R4 . On rappelle que, si u est un

endomorphisme de E, un polynôme annulateur de u est un polynôme non

nul P 2 R[X ] tel que P (u) = 0L(E).

1. Que peut-on dire d'un endomorphisme de E ayant un polynôme annulateur

de degr�e 1 ?

Est-il possible qu'un endomorphisme de E ait un polynôme annulateur

constant ?

2. Donner (par sa matrice canonique) un exemple d'endomorphisme h de E
ayant X(X � 3) comme polynôme annulateur et n'ayant pas de polynôme

annulateur de degr�e 1.
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Que peut-on dire de 1
3
h ?

3. Construire �a partir de l'endomorphisme h propos�e pr�ec�edemment un

endomorphisme g de E ayant (X � 1)(X � 2) comme polynôme annulateur

et n'ayant pas de polynôme annulateur de degr�e 1.

Pr�eciser la matrice canonique de l'endomorphisme g. Que peut-on dire de

g � idE ?

4. On consid�ere un endomorphisme f de E ayant X3 � 1 comme polynôme

annulateur et n'ayant pas de polynôme annulateur de degr�e strictement

inf�erieur �a 3.

Montrer que 1 est n�ecessairement valeur propre de f et montrer que

1 6 dimKer(f � idE) 6 2.

Montrer que X(X � 3) est un polynôme annulateur de � = f2 + f + idE .

Montrer que � ne poss�ede pas de polynôme annulateur de degr�e 1. Conclu-

sion ?

Montrer que Im� = Ker(f � idE). En d�eduire que 1
3
� projette sur Ker(f �

idE) parall�element �a Im(f � idE).

Donner (par sa matrice canonique) l'exemple d'un tel endomorphisme f . On

pourra calculer A2+A+ I2, A �etant la matrice

�
cos(2�=3) � sin(2�=3)
sin(2�=3) cos(2�=3)

�
�

5. Donner (par sa matrice canonique) un exemple d'endomorphisme non nul

 de E ayant X2 +X + 1 comme polynôme annulateur.

Pourquoi  ne peut-il pas avoir de polynôme annulateur de degr�e 1 ?

Solution :

1. Si aX + b est annulateur de f , on a af + bI = 0, et comme a 6= 0, f est

une homoth�etie. R�eciproquement si f = �I , f admet le polynôme �X comme

polynôme annulateur.

Si P = c, avec c 2 R� , alors P (f) = cI 6= 0.

2. On peut par exemple consid�erer l'endomorphisme h de E de matrice

associ�ee dans la base canonique :0B@
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 3 0

0 0 0 3

1CA
On v�eri�e ais�ement que X(X � 3) est annulateur de h, et que h n'�etant pas

une homoth�etie, n'admet pas de polynôme annulateur de degr�e 1.

L'endomorphisme u = 1
3
h est annul�e par X(X � 1). Donc u2 = u et u est

un projecteur.
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3. Il su�t de consid�erer g = I + 1
3
h, de matrice associ�ee0B@

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

1CA
De la même fa�con, g � I est un projecteur de E.

4. On sait que 0 = f3� I = (f � I)� (f2+f + I). Si 1 n'est pas valeur propre
de f , l'endomorphisme f � I est inversible et f2 + f + I = 0 ; ce r�esultat est

en contradiction avec le fait que f n'admet pas de polynôme annulateur de

degr�e strictement inf�erieur �a 3.

Comme 1 est valeur propre de f , on sait que dimKer(f � I) > 1.

Si dimKer(f � I) > 2, on peut avoir :

� dimKer(f � I) = 4. Dans ce cas, f = I et X � 1 est annulateur de f .

� dimKer(f � I) = 3. Dans ce cas, f � I est de rang 1.

Si Im(f � I) � Ker(f � I), on a (f � I)2 = 0 et (X�1)2 est annulateur de f .

Donc, comme Im(f � I) est une droite, on a Im(f � I) \Ker(f � I) = f0g,
et le th�eor�eme du rang entrâ�ne que E = Ker(f � I)� Im(f � I).

Soit u une base de Im(f � I). Il existe alors � r�eel tel que (f � I)u = �u, i.e.
f(u) = (� + 1)u.

Le polynôme (X � 1)(X � �� 1) est alors annulateur de f . Contradiction !

Calculons :

� � (�� 3I) = (f2 + f + I) � (f2 + f � 2I)

= (f2 + f + I) � (f � I) � (f + 2I)

= (f3 � I) � (f + 2I) = 0

Donc,X(X�3) est un polynôme annulateur de �. Si � admettait un polynôme

annulateur de degr�e 1, alors f poss�ederait un polynôme annulateur de degr�e

2, ce qui est exclu.

On a ��� = 3�, donc
�1
3
�
�
�
�1
3
�
�
= 1

3
� et 1

3
(f2+f+ I) est un projecteur.

On sait que Im� � Ker(f � I). R�eciproquement, soit x 2 Ker(f � I) (ainsi

f(x) = x). Alors f2(x) = x et �(x) = 3x. Donc x = 1
3
�(x) 2 Im�.

En conclusion Im� = Ker(f � I).

On sait que Im(f � I) � Ker�. L'�egalit�e pr�ec�edente et le th�eor�eme du rang

permettent de conclure que Im(f � I) = Ker�.

Ainsi 1
3
� est le projecteur sur Ker(f � I) parall�element �a Im(f � I).

Comme A2 +A+ I = 0, on peut prendre :
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cos(2�=3) � sin(2�=3) 0 0

sin(2�=3) cos(2�=3) 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1CA
5. Au vu de la question pr�ec�edente, on peut prendre :0B@

cos(2�=3) � sin(2�=3) 0 0

sin(2�=3) cos(2�=3) 0 0

0 0 cos(2�=3) � sin(2�=3)
0 0 sin(2�=3) cos(2�=3)

1CA
L'endomorphisme  associ�e �a cette matrice ne peut avoir un polynôme

annulateur de degr�e 1, car  2+ + I = 0 entrâ�ne que les valeurs propres de

 sont complexes et non r�eelles.

Exercice 2.13.

Soit n un entier naturel, tel que n > 2.

On consid�ere l'espace vectoriel E = Rn [X ] des polynômes de degr�e inf�erieur

ou �egal �a n.

1. Montrer que pour tout 0 6 j 6 n, il existe un unique polynôme Lj 2 E
tel que

Lj(i) =

�
1 si i = j
0 si i 6= j; 0 6 i 6 n

Montrer que l'on a :

Lj(X) =
(�1)n�j

n!
Cj

n

nY
k=0;k 6=j

(X � k)

2. Montrer que B = (L0; : : : ; Ln) est une base de E.

3. Calculer

a) L0 + L1 + � � �+ Ln.

b) L1 + 2L2 + � � �+ nLn.

4. On d�e�nit, pour (P;Q) 2 E2, hP;Qi =
nP

k=0

P (k)Q(k).

a) Montrer que l'on d�e�nit ainsi un produit scalaire sur E. On notera jj:jj
la norme associ�ee �a ce produit scalaire.

b) Que peut-on dire de B pour ce produit scalaire ?

5. On pose H = Rn�1 [X ]. Soit k un entier tel que 0 6 k 6 n. D�eterminer un

r�eel �k tel que Xn + �kLk 2 H .

6. Soit P 2 H . Montrer que les coordonn�ees de P sur la base B sont

�k =
(�1)n�k

k!(n� k)!

nX
j=0

P (j)jn; k 2 [[0; n]]
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7. Soit � la projection orthogonale sur H . On pose

d(Xn; H) = jjXn � �(Xn)jj

a) Montrer que jjXn � �(Xn)jj = n!�jjL0 � �(L0)jj.

b) Soit Q =

nX
i=0

(�1)n�i

i!(n� i)!
Li. Montrer que Q 2 H?.

c) En d�eduire que d(Xn; H) = n!
jhL0; Qij
jjQjj

.

d) Montrer que d(Xn; H) =
n!p
Cn

2n

.

Solution :

1. Pour tout j 2 [[0; n]], posons :

Lj(X) =
nQ

k=0
k 6=j

X � k
j � k

=

(�1)n�j
�n
j

�
n!

nQ
k=0
k 6=j

(X � k)

On montre imm�ediatement que ce polynôme v�eri�e :

pour tout ` 2 [[0; n]], Lj(`) = �j;`.

Supposons qu'il existe un polynôme Qj 2 E tel que pour tout ` 2 [[0; n]],
Lj(`) = Qj(`) = �j;`. Le polynôme Lj � Qj 2 E admet (n + 1) racines (les

entiers de 0 �a n, j compris) : c'est le polynôme nul et Qj = Lj .

2. Le cardinal de la famille (L0; : : : ; Ln) est �egal �a n + 1 = dimRn [X ].

Montrons qu'elle est libre ; si
nP

k=0

�kLk = 0, alors, pour tout ` 2 [[0; n]]

0 =
nP

k=0

�kLk(`) = �`

Ainsi, tout polynôme P de E s'�ecrit dans cette base sous la forme :

P (X) =
nP

k=0

P (k)Lk(X)

3. a) D'apr�es la remarque pr�ec�edente, 8k 2 [[0; n]]; P (k) = 1, entrâ�ne que

P = 1.

b) De même 8k 2 [[0; n]]; P (k) = k entrâ�ne que P (X) = X .

4. a ) On v�eri�e que l'application � : (P;Q) 7!
nP

k=0

P (k)Q(k) est une forme

bilin�eaire, sym�etrique, d�e�nie positive. Seule la derni�ere propri�et�e n'est pas

imm�ediate :

on a �(P; P ) =
nP

k=0

P (k)2 > 0 ;
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et si �(P; P ) = 0, alors pour tout k 2 [[0; n]]; P (k) = 0, et P = 0.

b) La famille B = (L0; : : : ; Ln) est une base orthonorm�ee de (E; h ; i), car
pour tout ` 2 [[0; n]], Lj(`) = �j;`, donc :

hLi; Lji =
nP

k=0

Li(k)Lj(k) =
nP

k=0

�i;k�j;k = �i;j .

5. Lk est un polynôme de degr�e n ; on a Xn+�kLk 2 Rn�1 [X ] si et seulement

si le coe�cient de Xn de ce dernier polynôme est nul ; donc si et seulement

si :

�k =
(�1)n�k+1n!�n

k

�
6. Si P 2 H?, alors pour tout k 2 [[0; n]]; hP;Xn + �kLki = 0, ou :

hP;Xni = ��khP;Lki

Or on sait que dans la base orthonorm�ee (L0; : : : ; Ln), P s'�ecrit : P =
nP

k=0

hP;LkiLk.

Donc :

hP;Lki = � 1
�k
hP;Xni =

(�1)n�k
�n
k

�
n!

nP
j=0

P (j)jn =
(�1)n�k

k!(n� k)!

nP
j=0

P (j)jn

7. a) On sait que Xn + (�1)n+1L0 2 H ; donc :

�(Xn + (�1)n+1L0) = Xn + (�1)n+1L0
et

�(Xn)�Xn = (�1)nn!
�
�(L0)� L0)

�
donne d(Xn; H) = n!d(L0; H)

b) Le polynôme Q est colin�eaire au polynôme P de la question 6. Donc

Q 2 H?.

c) On a donc d(L0; H) = jhL0; Qij, d'o�u :

d(Xn; H) = n!
jhL0; Qij
jjQjj

.

d) Or hL0; Qi = 1
n!

et jjQjj2 =
nP
i=0

1
(n!)2

�
n
i

�2
= 1

(n!)2

�
2n
n

�
.

Finalement :

d(Xn; H) =
n!r�
2n
n

� .
Exercice 2.14.

On consid�ereR3 muni de sa base canonique B et du produit scalaire canonique

not�e h:; :i. On note jj:jj la norme associ�ee.
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Soit u un vecteur unitaire u =

0@ a
b
c

1A.

On note D la droite vectorielle engendr�ee par u.

Soit a un r�eel non nul et fa l'application d�e�nie sur R3 par :

fa(x) = x+ ahx; uiu
1. Montrer que fa est un endomorphisme de R3 .

2. a) Montrer qu'il existe une unique valeur a0 de a telle que pour tout

x 2 R3 :

jjfa0(x)jj = jjxjj

b) Calculer fa0 � fa0 .
Montrer que Ker(fa0 + Id)�Ker(fa0 � Id) = R3 .

3. On revient au cas g�en�eral o�u a est quelconque.

a) Montrer que fa est un endomorphisme sym�etrique de R3 .

b) D�eterminer les �el�ements propres de fa.

4. On suppose dans cette question que a 6= �1. On note Ma la matrice

associ�ee �a fa dans la base B et on d�e�nit une fonction ha sur R3 par :

ha(x; y; z) =
tXMaX , o�u X =

0@x
y
z

1A.

a) Montrer que ha poss�ede un unique point critique que l'on d�eterminera.

b) D�eterminer les extremums de ha.

Solution :

1. On v�eri�e de mani�ere imm�ediate la lin�earit�e de fa, ainsi que le fait que

pour tout x 2 R3 ; fa(x) 2 R3 .

2. a) Comme u est un vecteur unitaire :

jjfa(x)jj2 = jjxjj2 + 2ahx; ui2 + a2hx; ui2.
Donc, pour tout x 2 R3 , on a :

jjfa(x)jj2 = jjxjj2 () (2a+ a2)hx; ui2 = 0

et ceci est vrai pour tout x si et seulement si a = �2.
b) On sait que comme jjujj = 1, hx; uiu est la projection orthogonale p(x)

de x sur la droite vectorielle de base u. Donc fa = I + ap.

Ici f�2 = I � 2p est la sym�etrie orthogonale par rapport �a l'hyperplan u?.
Donc f2�2 = I .

Tout vecteur x 2 R3 s'�ecrit : x = 1
2

�
x+ f�2(x)

�
+ 1

2

�
x� f�2(x)

�
.
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Comme (f�2 � I) � (f�2 + I) = 0, on a : x + f�2(x) 2 Ker(f�2 � I) et

x� f�2(x) 2 Ker(f�2 + I) ; en�n Ker(f�2 � I) \Ker(f�2 + I) = f0g, parce
que [f�2(x) = x et f�2(x) = �x] =) x = 0.

3. a) p �etant un projecteur orthogonal, sa matrice dans une base orthonorm�ee

ad�equate est diagonale, donc sym�etrique et fa = I+ap est un endomorphisme

sym�etrique.

b) Il su�t d'�ecrire :

fa(x) = �x() ap(x) = (� � 1)x() p(x) = �� 1
a

x

Les valeurs propres d'un projecteur �etant 0 et 1, les valeurs propres de fa sont
a+1 (le sous{espace propre associ�e �etant Im p = Vect(u)) et 1 (le sous{espace
propre associ�e �etant Ker p = u?).

4. Il existe une matrice orthogonale P orthogonale, telle que Ma = tPDaP
avec Da = diag(a+ 1; 1; 1). Par suite

ha(x; y; z) =
t(PX)DaPX

En notant PX = X 0 =

0@x0

y0

z0

1A, il vient : ha(x; y; z) = (a+ 1)x02 + y02 + z02.

� si a + 1 > 0, ha(x; y; z) > 0 et ha(x; y; z) = 0 si et seulement si

x0 = y0 = z0 = 0 c'est-�a-dire si et seulement si x = y = z = 0, puisque

X = P�1X 0. Donc ha admet un minimum global en (0; 0; 0). Il est clair que
ha n'est par contre pas major�ee.

� si a + 1 < 0, ha n'est ni minor�ee (prendre x0
n
= n et y0

n
= z0

n
= 0), ni

major�ee (prendre x0
n
= 0 et y0

n
= z0

n
= n).

Exercice 2.15.

Soit
�
E; h:; :i

�
un espace euclidien, u un vecteur de E, � un r�eel et f d�e�ni

par :

(8x 2 E) f(x) = x+ � hx; uiu
On note jj:jj la norme euclidienne associ�ee au produit scalaire h:; :i.
1. Justi�er que f est un endomorphisme sym�etrique de

�
E; h:; :i

�
.

2. D�eterminer les valeurs propres et vecteurs propres de f et �etudier sa

diagonalisabilit�e.

Retrouver ainsi le r�esultat de la question 1.

3. D�eterminer (en fonction de � et u) dans quels cas f est une isom�etrie de

E, c'est-�a-dire v�eri�e :

(8x 2 E) jjf(x)jj = jjxjj
La reconnâ�tre.

4. a) Dans le cas g�en�eral, exprimer f �a l'aide d'un projecteur et en d�eduire

un polynôme annulateur P de f .



Alg�ebre 63

b) �Etudier l'inversibilit�e de f et, lorsqu'il existe, exprimer son inverse �a

l'aide de f et de l'endomorphisme Id.

Solution :

On observe d'abord que si � = 0 ou u = 0, on a f = Id. Les r�eponses aux
questions pos�ees sont alors banales et on exclut ces deux cas dans la suite.

1. L'application f est lin�eaire par lin�earit�e �a gauche du produit scalaire. Pour

tous x; y 2 E :

hf(x); yi = hx; yi+ � hx; ui hy; ui = hx; f(y)i
car l'expression est sym�etrique en x et y, donc f est un endomorphisme

sym�etrique de E.

2. On a : f(x) = �x() � hx; uiu = (�� 1)x.

D'o�u deux cas :

� si x =2 Vect(u), alors hx; ui = �� 1 = 0, soit � = 1 et x 2 u? ;

� pour x = u, il vient f(u) =
�
1 + � jjujj2

�
u, donc u est vecteur propre

associ�e �a � = 1 + � jjujj2.
Finalement Spec(f) =

�
1; � = 1 + � jjujj2

	
avec Ker(f � Id) = u? et Ker(f � � Id) = V ect(u).

L'endomorphisme f est diagonalisable comme endomorphisme sym�etrique

r�eel ; on le retrouve directement puisqu'on a E = Vect(u) � u?, donc E est

somme directe des sous-espaces propres de f .

La matrice de f dans une base orthonorm�ee adapt�ee �a la d�ecomposition

E = Vect(u) � u? est diagonale, soit diag
�
1; : : : ; 1; 1 + � jjujj2

�
, donc

sym�etrique, ce qui prouve que f est un endomorphisme sym�etrique r�eel.

3. On a : jjf(u)jj = jjujj () 1 + � jjujj2 = �1

Comme � 6= 0, il vient : � = � 2
jjujj2

.

On a alors f jVect(u)= �Id et f ju?= Id, donc f est la sym�etrie orthogonale

par rapport �a l'hyperplan u?.

4. a) Notons p le projecteur orthogonal sur Vect(u) et q = Id�p le projecteur
associ�e. On a :

f =
�
1 + � jjujj2

�
p+ q = (�� 1) p+ Id

soit : p = 1
�� 1

(f � Id) (le cas � = 1a �et�e exclu au d�ebut). Alors :

p � p = p =)
1

(�� 1)2

�
f2 � 2f + Id

�
=

1

�� 1
(f � Id)

=) f2 � (�+ 1) f + � Id = 0

=) f2 �
�
2 + � jjujj2

�
f +

�
1 + � jjujj2

�
Id = 0
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d'o�u :

P (X) = X2 �
�
2 + � jjujj2

�
X +

�
1 + � jjujj2

�
est un polynôme annulateur de f .

b) On a f inversible si et seulement si 0 =2 Sp(f) c'est-�a-dire si et seulement

si 1 + � jjujj2 6= 0.

Dans ce cas, f �
�
f �

�
2 + � jjujj2

�
Id
�
= �

�
1 + � jjujj2

�
Id donne :

f �
�
f �

�
2 + � jjujj2

�
Id

�
�
1 + � jjujj2

� �
= Id et f�1 = �

f �
�
2 + � jjujj2

�
Id

1 + � jjujj2
.

Exercice 2.16.

1. D�eterminer les applications d�erivables f : R ! R telles que

(8x 2 R) (8y 2 R) f(x+ y) = f(x) + f(y)

Soit E l'ensemble :

E =

8<:M(a; b; c) =

0@ 1 a b
0 1 c
0 0 1

1A ; (a; b; c) 2 R3

9=;
2. a) V�eri�er que E est stable par produit et passage �a l'inverse, c'est-�a-dire :

� pour toutes matrices M et M 0 de E , MM 0 2 E ;
� toute matrice M de E est inversible et son inverse appartient �a E .
b) Deux matrices quelconques de E commutent-elles ?

On dira que la matrice M(a(t); b(t); c(t)) est d�erivable en t0 si les trois

fonctions a; b; c sont d�erivables en t0.

3. a) D�eterminer les applications ' d�e�nies sur R �a valeurs dans E par

' : t 7!M
�
a(t); b(t); c(t)

�
d�erivables sur R et telles que

(8t 2 R) (8t0 2 R) '(t+ t0) = '(t)� '(t0)

b) Montrer que Im' est stable par produit et passage �a l'inverse.

c) Deux matrices quelconques de Im' commutent-elles ?

Solution :

1. En prenant y = 0, on remarque que f(0) = 0. Puis, pour tout y 2 R

�x�e, en d�erivant par rapport �a x on a f 0(x + y) = f 0(x) ; d'o�u, pour x = 0,

f 0(y) = f 0(0) et f 0 est constante, donc f est lin�eaire, c'est{�a{dire de la forme

x 7! ax. La r�eciproque est imm�ediate.

2. a) On v�eri�e que

M(a; b; c)�M(a0; b0; c0) =M(a+ a0; b+ b0 + ac0; c+ c0) 2 E
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De plus, toute matrice de E est triangulaire sup�erieure avec des 1 sur la

diagonale, donc est inversible et I =M(0; 0; 0) 2 E .
La formule ci-dessus du produit donne, en r�esolvant le syst�eme(

a+ a0 = 0

b+ b0 + ac0 = 0

c+ c0 = 0�
M(a; b; c)

��1
=M(�a; ac� b;�c) 2 E

b) La formule du produit montre encore que :

MM 0 =M 0M () ac0 = ca0

donc (E ;�) est non commutatif.

3. a) D'apr�es la premi�ere question, il vient :

'(t+ t0) = '(t) � '(t0)()

8<:
a(t+ t0) = a(t) + a(t0)
b(t+ t0) = b(t) + b(t0) + a(t) c(t0)
c(t+ t0) = c(t) + c(t0)

()

8<:
(9�) (8t) a(t) = � t
(9
) (8t) c(t) = 
 t
b(t+ t0) = b(t) + b(t0) + �
 tt0

.

Pour t = t0 = 0, on a n�ecessairement b(0) = 0 ;

en d�erivant par rapport �a t, il vient b0(t+ t0) = b0(t)+�
 t0, puis t = 0 donne

b0(t0) = b0(0) + �
 t0 soit, en notant � = b0(0), b(t) = �
 t
2

2
+ � t.

On montre en�n que cette condition est su�sante en v�eri�ant dans l'�equation

b(t+ t0) = b(t) + b(t0) + �
 tt0.

Conclusion :�
9(�; �; 
) 2 R3

�
(8t 2 R) a(t) = � t; b(t) =

� 

2
t2 + � t; c(t) = 
 t

b) Alors

Im(') =
n
M
�
� t;

�

2
t2 + � t; 
 t

�
; t 2 R

o
L'ensemble Im' est stable par produit par construction et, pour tout t 2 R :

'(�t)� '(t) = '(0) =M(0; 0; 0) = I3 =)
�
'(t)

��1
= '(�t) 2 E

En conclusion Im' stable par produit et passage �a l'inverse.

c) On a imm�ediatement

'(t)�'(t0) = '(t+ t0) = '(t0 + t) = '(t0)�'(t)

donc (Im';�) est commutatif.

Exercice 2.17.

On consid�ere l'espace vectoriel Rn muni de son produit scalaire usuel h:; :i et
' un endomorphisme sym�etrique de Rn , dont les valeurs propres r�eelles sont

toutes strictement positives.
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On note A = (aij) 2Mn(R) la matrice de ' dans la base canonique de Rn .

1. Montrer que, pour tout vecteur non nul h 2 Rn , on a

h'(h); hi > 0

2. Soit u = (u1; : : : ; un) un vecteur �x�e de Rn et f : Rn ! R d�e�nie par

f(x) =
1

2
h'(x); xi � hu; xi

a) Justi�er que f admet des d�eriv�ees partielles du premier et du second

ordre en tout point de Rn et les expliciter.

b) Montrer que f admet un unique point critique z (c'est-�a-dire un point

o�u toutes les d�eriv�ees partielles premi�eres sont nulles), que l'on pr�ecisera.

c) �Etudier les extremums de f .

d) Retrouver le r�esultat pr�ec�edent en examinant f(z + h)� f(z).

Solution :

1. L'endomorphisme sym�etrique r�eel ' est diagonalisable en base orthonorm�ee ;

dans une telle base de vecteurs propres (e1; : : : ; en) associ�es respectivement

aux valeurs propres �1; : : : ; �n > 0, on a :

h =
nP
j=1

h0
j
"j (6= 0) =) h'(h); hi =

nP
i=1

nP
j=1

h0
i
h0
j
h'("i); "ji

=
nP
i=1

nP
j=1

h0
i
h0
j
�i �i;j =

nP
i=1

(h0
i
)2 �i > 0

soit, pour tout h 6= 0 h'(h); hi > 0.

2. a) Puisque ' a pour matrice A = (ai;j) dans la base canonique, f(x)
s'�ecrit :

f(x) = f
�
x1; : : : ; xn

�
= 1

2
t(AX)X � tUX = 1

2

nP
j=1

nP
i=1

ai;jxixj �
nP
j=1

ujxj

expression polynomiale en les xj , donc f est de classe C2 sur Rn .

Les d�eriv�ees partielles premi�eres sont alors :

@f
@xi0

(x) = 1
2

nP
j=1

ai0jxj +
1
2

nP
i=1

ai;i0xi � ui0 =
nP
j=1

ai0;jxj � ui0 .

car A est sym�etrique en tant que matrice d'un endomorphisme sym�etrique

dans une base orthonorm�ee. Donc :
@f
@xi

(x) =
nP
j=1

ai;jxj � ui

En d�erivant l'expression ci-dessus, il vient (d'apr�es le th�eor�eme de Schwarz),

@2f
@xi@xj

(x) = ai;j
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b) Le point z 2 Rn est critique si et seulement si toutes les d�eriv�ees

partielles au point z sont nulles, ce qui �equivaut �a :�
8i 2 [[1; n]]

� nP
j=1

ai;j zj � ui = 0, i.e. AZ = U

Comme 0 n'est pas valeur propre de A par hypoth�ese, A (donc ') est

inversible et f admet un unique point critique z = '�1(u).

c) La fonction f �etant de classe C1 sur l'ouvert Rn , un extremum ne peut

être r�ealis�e qu'en un point critique, donc en z = '�1(u). La matrice des

d�eriv�ees partielles secondes en z est A, donc :
nP
i=1

nP
j=1

ai;jhihj =
t(AH)H = h'(h); hi > 0 si h 6= 0

ce qui montre que f pr�esente un minimum global en z = '�1(u) �egal �a

�1
2
hu; zi.

d) Sachant que z = '�1(u) est le seul extremum possible, on calcule (par

bilin�earit�e) :

f(z + h)� f(z) =
1

2
h'(z + h); z + hi � hu; z + hi �

1

2
h'(z); zi+ hu; zi

=
1

2
h'(h); zi+

1

2
hh; '(z)i+ h'(h); hi � hu; hi

= h'(z); hi � hu; hi+ h'(h); hi = h'(h); hi
car ' est sym�etrique et '(z) = u, donc f pr�esente un minimum global en z
d'apr�es la premi�ere question.

Exercice 2.18.

Soit E = Rn o�u n > 2, muni du produit scalaire canonique que l'on notera

(x; y) 7! hx; yi:
Dans tout l'exercice f est une application de E dans E antisym�etrique

(on dit que f est antisym�etrique si et seulement si 8(x; y) 2 E2; hx; f(y)i =
�hf(x); yi:)

1. Montrer que f 2 L(E). Que peut-on dire de la matrice de f dans la base

canonique de E ?

2. Soit A =
�
g 2 L(E)=g est antisym�etrique

	
. Montrer que A est un sous-

espace vectoriel de L(E) et donner sa dimension.

3. a) Montrer que f2 est un endomorphisme sym�etrique.

b) Montrer que si � est une valeur propre r�eelle de f , alors � = 0.

4. On suppose que l'endomorphisme f est inversible. Soit e un vecteur propre

de f2. Montrer que F = Vect
�
e; f(e)

�
(sous-espace vectoriel engendr�e par e

et f(e)) est de dimension 2 et qu'il est stable par f .
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En d�eduire que F?, l'orthogonal de F , est stable par f , et que la dimension

de E est paire.

5. Dans le cas g�en�eral, montrer que Im f et Ker f sont suppl�ementaires

orthogonaux et que le rang de f est pair.

Solution :

1. Il faut d�emontrer que f est une application lin�eaire. Soit (x; y; z) 2 E3 et

� 2 R.

hf(x+ �y); zi = �hx+ �y; f(z)i = �hx; f(z)i � �hy; f(z)i
= hf(x); zi+ �hf(y); zi

Donc, pour tout z 2 E :

hf(x+ �y)� f(x)� �f(y); zi = 0

et, seul le vecteur nul �etant orthogonal �a E :

8x; y 2 E;8� 2 R; f(x + �y) = f(x) + �f(y)

La matrice A = (ai;j) associ�ee �a f dans la base canonique orthonorm�ee de

E est antisym�etrique, puisque pour tout (i; j) 2 [[1; n]]2; ai;j = hei; f(ej)i =
�hej ; f(ei)i entrâ�ne que ai;i = 0 et que ai;j = �aj;i, pour i 6= j.

R�eciproquement, toute matrice antisym�etrique ( tA = �A) d�etermine un

endomorphisme antisym�etrique de E.

2. Il est �evident que A est un sous{espace vectoriel de L(E). Par la question

pr�ec�edente, sa dimension est �egale �a la dimension de l'espace des matrices

antisym�etriques de Mn(R). Ce sous-espace est engendr�e par les
n(n� 1)

2
matrices Ei;j �Ej;i, pour 1 6 i < j 6 n.

[Ei;j est la matrice dont tous les termes sont nuls, �a l'exception de celui situ�e

�a l'intersection de la i�eme ligne et la j�eme colonne qui vaut 1]

3. a) Soit (x; y) 2 E2. On a :

hf2(x); yi = �hf(x); f(y)i = hx; f2(y)i
Ce qui montre que f2 est un endomorphisme sym�etrique.

b) Soit � une valeur propre r�eelle de f . Il existe x 6= 0 tel que f(x) = �x.
On a alors :

0 = hf(x); xi = �hx; xi, d'o�u � = 0

La seule valeur propre r�eelle de f possible est donc 0.

4. Remarquons d�ej�a que puisque f2 est sym�etrique, on peut bien trouver un

vecteur e propre pour f2.

? Supposons
�
e; f(e)

�
li�e. Comme e 6= 0, il existe donc � 2 R tel que

f(e) = �e. Or, la seule valeur propre r�eelle possible de f est 0 ; donc f(e) = 0,

ce qui est une contradiction �a l'inversibilit�e de f .
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? Le sous-espace F = Vect
�
e; f(e)

�
est stable par f , puisque par choix de e

on a f(e) 2 F et f
�
f(e)

�
2 F .

? Soit z 2 Vect
�
e; f(e)

�?
. On a hz; ei = hz; f(e)i = 0. Donc

hf(z); ei = �hz; f(e)i = 0 et hf(z); f(e)i = �hz; f2(e)i = 0

ce qui montre que F? est stable par f .

On sait que E = F � F?, avec dimF = 2. L'application f restreinte �a F?

est un endomorphisme de F? qui est toujours antisym�etrique. On la note ef .
On peut recommencer le même raisonnement : on choisit un vecteur

propre e2 de ef2 ; le sous{espace Vect
�
e2; f(e2)

�
est de dimension 2 et

Vect
�
e; f(e); e2; f(e2)

�
est de dimension 4. Son orthogonal est stable par f .

Si dimE = 2n+ 1, on peut ainsi �ecrire :

E = Vect
�
e; e2; : : : ; en; f(e); f(e2); : : : ; f(en)

�
�? H; dimH = 1

ce qui est impossible car fjH est un endomorphisme antisym�etrique, bijectif

qui admet une valeur propre r�eelle (car dimH = 1).

5. Montrons que Kerf � (Im f)?. En e�et, si x 2 Ker f et f(z) 2 Im f , alors

hx; f(z)i = �hf(x); zi = h0; zi = 0

Le th�eor�eme du rang et le fait que pour tout sous{espace vectorielH de E, on
a dimH + dimH? = dimE, impliquent que Ker f = (Im f)?. Cela montre

que Kerf et Im f sont suppl�ementaires orthogonaux.

Posons g = fj Im f . Alors g est un endomorphisme bijectif de Im f qui est

antisym�etrique. Donc dim Im f est paire, par la question pr�ec�edente.

Exercice 2.19.

On note A la matrice

0B@
0 0 1=2 0

0 1=2 1=4 0

0 1=4 1=2 1=4
0 0 1=4 3=4

1CA et B la hhsous-matrice ii

0@ 1=2 1=4 0

1=4 1=2 1=4
0 1=4 3=4

1A de A.

1. Montrer que la matrice B est diagonalisable dans M3(R) et qu'elle est de

rang 3.

2. Soit � une valeur propre de B et soit V =

0@x
y
z

1A une colonne propre r�eelle

de B associ�ee �a �.
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a) Montrer que � 6= 0 et que la colonne U =

0BB@
y
2�
x
y
z

1CCA est colonne propre de

A associ�ee �a �.

b) On pose m = max
�
jxj; jyj; jzj

�
. Pour quelle raison peut-on a�rmer que

m > 0 ?

Montrer que j�j 6 1. On montrera que j�xj 6 m, j�yj 6 m et j�zj 6 m.

Montrer que j�j < 1. On montrera que, si j�j = 1, alors jxj < m, jyj < m et

jzj < m.

3. Montrer que 0 est valeur propre de A et que A est diagonalisable dans

M4(R).

4. D�eduire des r�esultats pr�ec�edents que la matrice I4 �A est inversible.

Solution :

1. La matrice B est sym�etrique r�eelle, donc diagonalisable dans une base

orthonorm�ee.

Par la m�ethode du pivot de Gauss, on obtient que 4B est �equivalente �a la

matrice 0@ 1 2 0

0 1 3

0 0 1

1A
La matrice B est donc de rang 3 et inversible.

2. a) La matrice B �etant inversible, si � est une valeur propre de B, alors
� 6= 0.

Un calcul matriciel �el�ementaire montre que si BV = �V , alors AU = �U . Il
reste �a observer que puisque V 6= 0, on a U 6= 0. Donc � est valeur propre de

A et U est un vecteur propre associ�e.

b) Le vecteur V n'�etant pas le vecteur nul, on a m > 0.

Comme �x = x
2
+
y
4
, il vient j�xj 6 jxj

2
+
jyj
4
6 3m

4
, donc j�xj 6 m,

Comme �y = x
4
+
y
2
+ z

4
, il vient j�yj 6 jxj

4
+
jyj
2

+
jzj
4
, donc j�yj 6 m,

Comme �z =
y
4
+ 3z

4
, il vient j�zj 6 jyj

4
+

3jzj
4

, donc j�zj 6 m.

De ces trois relations d�ecoule j�jm 6 m, d'o�u j�j 6 1, puisque m 6= 0.

Supposons j�j = 1. On a alors jxj = j�xj 6 3m
4
.

Reportons cette in�egalit�e dans jyj 6 jxj
4

+
jyj
2

+
jzj
4

; il vient jyj 6 15m
16

.
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Reportons cette in�egalit�e dans jzj 6 jyj
4

+
3jzj
4

, il vient jzj 6 63m
64

.

Ainsi m 6 max
�
3m
4
; 15m
16

; 63m
64

�
= 63m

64
, ce qui est une absurdit�e.

Donc j�j < 1.

3. La premi�ere colonne de A �etant nulle, 0 est valeur propre de A associ�ee au

vecteur propre U1 =

0B@
1

0

0

0

1CA.

Notons (V2; V3; V4) une base de M3;1(R) constitu�ee de vecteurs propres de

B, et pour k 2 f2; 3; 4g, notons Uk la colonne propre de A d�eduite de Vk
comme dans la question 2.

Comme 0 n'est pas valeur propre de B, la famille (U1; U2; U3; U4) est une

base de M4;1(R) form�ee de vecteurs propres de A. La matrice A est donc

diagonalisable.

4. Comme 1 n'est pas valeur propre de A, la matrice I � A est inversible.

Exercice 2.20.

Soit E un espace vectoriel sur C de dimension n � 1.

Un endomorphisme f 2 L(E) est cyclique s'il existe p 2 N� et a 2 E
avec a 6= 0 tel que A(p; a) = fa; f(a); f2(a); : : : ; fp�1(a)g soit une partie

g�en�eratrice de E de cardinal p stable par f .
(Notons que l'on a alors, en particulier, f(A(p; a)) � A(p; a) et les fk(a) sont
deux �a deux distincts pour k 2 [[0; p� 1]]).

A(p; a) s'appelle un cycle de f .

1. Soit f 2 L(E) un endomorphisme cyclique et A(p; a) un cycle de f . Montrer

que p � n.

2. Soit f 2 L(E) un endomorphisme cyclique bijectif et A(p; a) un cycle de

f .

a) Montrer que le plus grand entier m tel que fa; f(a); f2(a); : : : ; fm�1(a)g
soit libre est n.

En d�eduire que B = (a; f(a); f2(a); : : : ; fn�1(a)) est une base de E.

b) Montrer que fp = IdE . En d�eduire que les valeurs propres sont des

racines p�emes de l'unit�e dans C .

3. Soit B =

0BBBBBB@

0 : : : 0 0 �1

1
. . .

...
...

...

0
. . . 0 0 �1

...
... 1 0 �1

0 : : : 0 1 �1

1CCCCCCA 2 Mn(C ).
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Montrer que l'endomorphisme f 2 L(C n ) de matrice B dans la base

canonique est cyclique. Donner un cycle associ�e.

Trouver les valeurs et les vecteurs propres de f pour n = 4.

Solution :

1. La famille A(p; a) est g�en�eratrice et de cardinal p. Donc p > n.

2. a) On sait que fm(a) est combinaison lin�eaire de
�
a; f(a); : : : ; fm�1(a)

�
.

Soit k > m, supposons que fk(a) 2 Vect
�
a; f(a); : : : ; fm�1(a)

�
.

Alors fk+1(a) 2 Vect
�
f(a); f2(a); : : : ; fm�1(a); fm(a)

�
. Il su�t d'�ecrire

fm(a) en fonction de a; f(a); : : : ; fm�1(a), pour obtenir que�
a; f(a); : : : ; fm�1(a)

�
engendre A(p; a) qui lui{même engendre E. C'est donc

une famille libre et g�en�eratrice de E. Ainsi m = n.

b) Comme fp(a) 2 A(p; a), il existe q v�eri�ant 0 6 q < p tel que

fp(a) = fq(a). Comme f est bijective fp�q(a) = a. La seule possibilit�e

pour que les �el�ements de A(p; a) soient distincts est q = 0 et donc fp(a) = a.

Donc, pour tout k > 1; fp
�
fk(a)

�
= fk(a). Ce r�esultat appliqu�e �a la base B

montre que fp = Id.

Le polynôme Xp� 1 est annulateur de f ; les valeurs propres de f sont donc

parmi les racines p�emes de l'unit�e.

3. Soit B = (e1; : : : ; en) la base canonique de Rn .

Si l'on prend a = e1, il vient pour tout k 2 [[1; n � 1]]; fk(a) = ek+1,

fn(a) =
nP

k=1

ek et fn+1(a) = e1.

On a donc un cycle et p = n+ 1.

On sait que dans le cas o�u n = 4, les valeurs propres sont parmi les racines

cinqui�emes de l'unit�e. Si � est une valeur propre, le vecteur propre associ�e

est 0BBBBBBB@

1
1 + �
�

1 + �+ �2

�2

1 + �+ �2 + �3

�3

��

1CCCCCCCA
On v�eri�e en�n que � = 1 n'est pas valeur propre.


