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ALGEBRE

Exercice 2.1.

1. Soit R? muni de sa structure euclidienne canonique et f,g les deux
endomorphismes de R? définis dans la base canonique (i, j) par :

{f(i) =i, {g(z’) =i
fG) =i 9(j) =—J

a) Montrer que f et g sont des endomorphismes symétriques de R?.

b) Existe-t-il une base orthonormale qui diagonalise simultanément f et
g7
Dans la suite E désigne un espace vectoriel euclidien de dimension n et p un
entier naturel non nul.
2. Soit fi,..., fp, p endomorphismes symétriques de E' qui commutent deux
a deux.

Dans cette question seulement on suppose en outre qu’il existe un réel \ tel
que :

0 < dim(ker(f; — AI)) <n
a) Montrer que, pour tout entier j € [1;n], ker(fi — AI) est stable par f;.

b) Montrer que pour tout, entier j € [1;n], [ker(fi — A)]™ est stable par
fi-

3. a) La restriction d’un endomorphisme symétrique de E & un sous espace
vectoriel F' stable est-elle un endomorphisme symétrique de F' 7

b) Soit g¢1,...,9p, p endomorphismes symétriques de E. Montrer qu’ils
commutent deux a deux si et seulement si ils sont simultanément diagonalis-
ables.
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Solution :

1. a) La base canonique de R? étant une base orthonormée pour le pro-
duit scalaire canonique, on voit immédiatement que f et g sont des endo-
morphismes symétriques, leurs matrices associées dans la base (i,j) étant
symétriques réelles.

b) S’il existe une base commune de diagonalisation de f et g, alors il existe
une base commune de vecteurs propres de ces deux endomorphismes.

Or les vecteurs propres de g sont les vecteurs \i et pj, avec (A, u) € (R*)?2,
qui ne sont pas vecteurs propres de f.

Ainsi f et g ne sont pas «codiagonalisables »

2. a) Comme f; commute avec fi, il vient, si z € Ker(f; — AI) :
(fr = AD)(£;(2)) = f;((f1 = AD)(@)) = £;(0) =0,
ainsi f;(z) € Ker(f1 — AI).
b) Soit z € [Ker(fi — AI)]*. Alors pour tout = € Ker(f; — ) :

(fi(2),2) = (2, f;(x)) =0

par la question précédente, donc f;(z) € [Ker(fi — AI)]*.

3. a) La propriété d’étre un endomorphisme symétrique est une propriété
«universelle» liée au produit scalaire. La restriction d’'un endomorphisme
symétrique a un sous—espace stable reste donc un endomorphisme symétrique
de ce sous—espace.

b) x Si les endomorphismes g1, ... g, sont simultanément diagonalisables,
il existe une base B de E dans laquelle la matrice associée a chaque g; est
diagonale. Or deux matrices diagonales commutent . ..

* Réciproquement, démontrons le résultat demandé par récurrence sur la
dimension de F.

Si tous les g; sont des homothéties, ils sont diagonalisables dans la base
canonique de E.

Supposons que g; ne soit pas une homothétie. Il existe alors A valeur
propre de g; telle que 1 < dimKer(g; — AI) < n.
Notons F' = Ker(g; —AI). Le sous—espace F et son orthogonal F* sont stables
par chaque g»,...,g, et la restriction de chacun des ces endomorphismes
symétriques & F' et F'* reste un endomorphisme symétrique.
Il reste & appliquer ’hypothese de récurrence & F et F'* : il existe des bases
orthonormées de chacun de ces deux sous—espaces de E qui diagonalisent
simultanément g1, ..., g,. La concaténation de ces deux bases est une base
orthonormée de E qui diagonalise simultanément gy, ..., gp.
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Exercice 2.2.

Soit n un entier naturel, tel que n > 2, et E = M,,(R) lespace vectoriel des
matrices carrées d’ordre n a coefficients réels.
Si A est la matrice de terme général (a; ), on appelle «trace » de A le nombre

tr(A) = Z am.
i=1

On note S, (R) le sous-espace vectoriel de E constitué des matrices symétriques
et A, (R) celui des matrices antisymétriques (c’est-a-dire vérifiant A = —A).

On pose enfin, pour (4, B) € E?, (A, B) = tr(A.!B).

1. Exprimer (A, B) en fonction des coefficients de A et de B, et montrer que
(.,.) est un produit scalaire. On notera ||.|| la norme associée.

2. Montrer que S, (R) et A, (R) sont supplémentaires orthogonaux dans E.

3. On suppose dans cette question n = 3 et on pose

0 1 2
M=1 2 0 1
-1 -1 0

Déterminer la distance de M a S3(R), c’est-a-dire inf ||M — N||.
NeS3(R)

4. Soit H = {M € E | tr(M) = 0}.
a) Montrer que H est un sous-espace vectoriel de F et donner sa dimension.
b) Soit M € H. Calculer (M, I,,) (ou I,, désigne la matrice identité d’ordre
c) Soit J la matrice de E dont tous les termes sont égaux & 1. Déterminer
la distance de J a H.

Solution :

1. On a pour toutes matrices A = (a; ;) et b= (b;;) :
n n
(A,B) = > 3. aijbi;.
i=1j=1
En convenant de confondre M, (R) avec R (en mettant, par exemple, les

lignes «bout & bout »), on reconnait le produit scalaire canonique de R et
la base canonique de M, (R) est orthonormée pour ce produit scalaire.

Notons que l'on a: [[A|| = /> af ;.
i,J

2.xSi A€ S,(R) et Be A,(R), on a:
(A,B) = tr(A'B) = —tr(AB); (B, A) = tr(B'A) = tr(BA).
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Or un calcul simple montre que, pour toutes matrices A et B : tr(AB) =
tr(BA), on en déduit :

VAe S,(R),VB € A,(R),(A4,B) =0
Ainsi, S, (R) et A, (R), qui sont des sous-espaces vectoriels de M,,(R), sont
des sous-espaces orthogonaux.
* Pour toute matrice M € M,,(R), on peut écrire :
M =L +tan) + L -t

La premiére matrice étant symétrique et la seconde antisymétrique, on en
déduit :

M, (R) = S,(R) + A, (R)
La conjonction de ces deux propriétés donne :

3.d(M, S3(R)) = Nénsisr%mz) [|M —N|| = ||M—p(M)||, ot p(M) est la projection

orthogonale de M sur S3(R), c’est-a-dire ot p(M) = %(M +tM).
Ainsi : d(M, S5(R)) = 2(|M M|

0 -1 3
Comme M —*M = | 1 0 2|, il vient d(M, S5(R)) = /28 = /7.
3 -2 0

4. a) On vérifie facilement que I’application ¢ : M > tr(M) est linéaire de
M, (R) dans R. Comme cette application est non nulle (on a ¢(I) = n), son
image est R, qui est de dimension 1 et donc H, qui est son noyau, est un
sous-espace vectoriel de M, (R) de dimension n? — 1.

b) (M, I,,) =tr(M) =0, i.e. I, € H et H- = Vect(I,).
¢) Soit ¢ la projection orthogonale sur HL, alors d(J, H) = ||q(J)]|.

(J, I,) n
Or ¢(J) Ll Jn et donc

d(J,H) = Ln\/ﬁ:n

Exercice 2.3.

Soit M € M3(R) et A € M3, (R).

1. On suppose que A est un vecteur propre de ‘M.
Montrer que pour tout X € Ms;(R), *AX = 0 entraine ‘AMX = 0.

2. Soit M € M3(R). Montrer que M et ! M ont les mémes valeurs propres et
que les sous-espaces propres associés sont de méme dimension.
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3. On considére P’espace vectoriel E = R?® muni de sa base canonique
(e1,e2,e3). Soit f € L(E) de matrice M, g € L(E) de matrice M dans
cette base.

Montrer que u = aje; + ases +azes est un vecteur propre de g si et seulement
si le plan d’équation P d’équation aix + asy + azz = 0 est stable par f.

7T 3 -4
4.0Onpose M = -6 -2 5
4 2 -1

a) Donner les valeurs propres de M.
b) Donner toutes les droites stables par f.

c¢) Donner tous les plans stables par f.

Solution :

1. Soit A la valeur propre associée, on a tAMX = {(tMA)X = t{(AA)X =
MNAX.
Ainsi si tAX =0, il vient XYAX =0 et tAMX = 0.

2. On sait que pour toute matrice M, rg(M) = rg(* M). Ainsi M — X3 n’est
pas inversible, si et seulement si {(M — \I3) = {M — A3 n’est pas inversible,
donc les valeurs propres sont les mémes et ces deux matrices ayant alors
le méme rang, leurs noyaux sont de méme dimension, donc les sous-espaces
propres associés sont de méme dimenson.

a1 T
3.5t A= ay |et X = 1|y
as z

* Si u = aje; + asey + azes est un vecteur propre de g, A est un vecteur
colonne propre de !M, donc :

v=u=xe;+yestzes EP = 'AX =0 = 'A(MX)=0 = f(u) € P,
et P est stable par f.
* Si P est un plan stable par f, avec les mémes notations, (a1, as,az) #
(0,0,0) et tAX =0 = *AMX = 0. Notons alors tAM = (b by b3),
on a:

a1x +axy +azz =0 = bix + by + b3z =0,

a1z + axy +asz =0

bi + boy + bz = 0 n’est pas de rang 2 et la matrice
1 2 32 =

donc le systeme {

(Zl ZQ z3> est de rang 1, donc sa deuxieme ligne est proportionnelle &
1 02 b3

sa premiere : I\ € R,f AM = X A, soit M A = AA et A est colonne propre
de tM.



40 ESCP-EAP 2003 - Oral

T-X 3 —4
4a)M—-Nz=| -6 —-2-X 5
4 2 —1-2A
0 —242X —9+61— )2
TR ) 7-3\
Caciaant \4 2 ~1-A
0 0  —A243x-2
~ 0 2—2\  7-3)\
Li+Li+Lo> 4 9 12

Si on veut la forme habituelle d’ue réduite de Gauus, il suffit de permuter
alors les lignes L; et L. Comme —\%? +3X —2 = —(A —1)(A —2), les valeurs
propres de M sont 1 et 2.
b) x Le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 est défini par le
systeme :
0 =0
4z = 0
de+2y—2z = 0
donc est la droite dirigée par le vecteur (1,—2,0).
* Le sous-espace propre associé a la valeur propre 2 est défini par le systeme :

0 =0
—2y+=z = 0
dr+2y—3z = 0

Ce qui donne z = 2y et z = y. Il s’agit de la droite engendrée par (1,1,2).
Une droite stable étant engendrée par un vecteur propre, il n’existe que deux
droites stables par f, a savoir les deux droites précédentes.

c) On sait déja que les valeurs propres de {M sont 1 et 2.

—4 -2
On obtient By (*M) = Vect | —2 | et Es(*M) = Vect | —2
3 1

Ainsi il existe exactement deux plans stables par f, a savoir les plans
d’équations respectives 4z + 2y — 3z =0et 2z + 2y — z = 0.

Exercice 2.4.

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n € N*. On notera Idg
Papplication identité de E et I, la matrice identité de M, (R).

Soit f un endomorphisme de E tel que fo f = —IdEg.
1. Montrer que f est un automorphisme de E.

2) Soit p € N*. On considére une famille (e1,...,ep) de vecteurs de E.
On suppose que la famille (eq,...,ep, f(e1),..., f(ep—1)) est libre. Montrer
qu’alors la famille (eq1,...,ep, f(e1),..., f(ep)) est libre.
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3. Montrer qu’il existe un entier p € N* et p vecteurs eq,..., e, de E tels que
la famille (e1,...,ep, fe1),..., f(ep)) soit une base de E.

Quelle est la matrice de f dans cette base ?
4. Soit A € M2y (R) telle que A% = —1Iy,.
a) Montrer que A ne possede aucune valeur propre réelle.

b) Montrer que A est diagonalisable sur C.

c¢) Soit B € Ms,(R) telle que B> = —I,,. Montrer que A et B sont
semblables.
1 1 -3 1
1 0 -1 2
5. On pose A = 10 -1 1
0 -1 1 0

On suppose que A est la matrice de f € £L(R*) dans la base canonique de R*.
a) Calculer A2.

b) Donner une base de R* dans la quelle la matrice de f est :
00 -1 0

00 0 -1
10 0 O
01 0 O

J=

Solution :
1. f est bijective et f~! = —f, donc f est un automorphisme de E.

2. Supposons la famille (el, —ooep, fler), ..., f(ep)) liée, alors par liberté de
la famille des 2p — 1 premiers vecteurs, il existe une unique liste de scalaires
telle que :

P p—1
flep) = > Aner + Y prf(er)
k=1 k=1
et, en appliquant f :
P p—1
—ep = > Aef(ew) — D urer
k=1 k=1

p—1 p—1
ou encore : Apf(ep) = > prer —ep — Y, Mefler);
k=1 k=1

p—1 p—1
alors que : Ay fe,) = D ApArer + A2ep + 3 Mppun f(er)
k=1 k=1

Par unicité de la décomposition de f(ep), on en déduit /\120 = —1, ce qui est,
impossible dans R.
En conclusion (el, —ooep, fler), ..., f(ep)) est une famille libre.
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3. On initialise le processus avec un vecteur e; # 0 et (e, f(e1)) est libre,
... Le processus s’arréte car E est de dimension finie. On obtient ainsi une
base B du type demandé (donc n est pair de la forme 2p) et :

Mp(f) = J = (}) ‘JP)

4. a) Soit A une éventuelle valeur propre réelle de A et X une colonne propre
associée.
On aurait donc AX = AX et —X = A%2X = X\2X, d’ou A2 = —1, ce qui est
impossible dans R.
Specg(4) =0
b) Proposons une méthode un peu plus inhabituelle :
A vérifie (A —iI)(A+il) =0, soit (A —il)(A— il +2il) =0, ou encore :
(A —il)? = —2i(A —il)
Ainsi la matrice B = — 2% (A—iI) vérifie B?> = B, donc est diagonalisable dans
M,,(C), puisque matrice de projecteur. La matrice A est alors diagonalisable,
avec la méme matrice de passage.

c) A et B sont semblables & la méme matrice J, donc semblables entre
elles.

5. a) On trouve A% = —I4.

1 1 0
0 1 ol
b) On prend e; = 0 et e3 = Ae; = L Le vecteur es = ol ™ est
0 0 1
1
pas dans le plan Vect(ey,e3) et e4 = Aes = ? acheve la détermination
0
de B.
Pour P = ,ona P AP = J.

OO O =
= =)
O =
O =N =

Exercice 2.5.

+o0
A tout polynéme P de R[X] on associe N(P) = }_ |P(k)(k)|.
k=0

1. a) Vérifier que N(P) est bien défini pour tout polynéme P de R[X].
b) Montrer que N vérifie :
(i) VPeRX],N(P) >0et N(P)=0= P =0
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(ii) ¥ P € RIX],¥A € R, N(AP) = |A.N(P)
(iii) ¥ P, Q € RIX], N(P + Q) < N(P) + N(Q).

R,[X] — R

Soit n € N* et ¢ : P N (P(O),P’(l),...,P(”)(n))

2. a) Montrer que ¢ est un isomorphisme de R,[X] sur R"*1. Donner sa
matrice M dans les bases canoniques de R, [X] et R**1.

b) Montrer que M est diagonalisable.

3. On suppose n =3
a) Déterminer M !
b) Soit P € Rg[X].
Exprimer P’(0) et P"(0) en fonction de P'(1), P"(2) et P®)(3).

Solution :

1. a) N(P) est bien défini, car la sommation qui définit ce nombre est en fait
finie (pour k > deg P, P(¥) (k) = 0).

b) i) On a clairement N (P) > 0 et si P n’est pas la polynoéme nul, notons k
son degré. On a alors P = a, X* +-.. d’ott P®) (k) = klag # 0 et N(P) > 0.
Ce qui donne le résultat par contraposée.

ii) et iii) résultent de la linéarité de la dérivation et des propriétés de la
fonction «valeur absolue ».

2. a) @ est clairement linéaire et P € Kerp = N(P) =0 = P =0,
donc Ker ¢ = {0} et ¢ est injectif.
Puisque dim R, [X] = n + 1 = dim R**!| ¢ est donc un isomorphisme.

1 0 0 ... 0
o1 2 ... n
M=100 2 ... n(n — 1)2n_2 € Mpt1(R)
00 0 ... n!
b) Les valeurs propres de M sont en évidence : 1,2,3! ... n! et sont au

nombre de n.

Le sous-espace propre relatif a la valeur propre 1 est de dimension 2 et
1 0

0 1
engendré par les matrices colonnes [ o | et | o |, donc M est diagonalisable.
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100 0 10 0 O
o1 2 3 L o1 -1 32
B M=14 45 p] =M 00 1/2 -1
000 6 00 0 1/6
3. PR(0)
b) On a P(X) :kgo k:!( )X" et
P(0) P(0)
P'(0) P(0) P'(0) P(0)
! !
M PHQ(O) — P”((12)) — P”2(0) = ML 5”(12))
P®(0) P (3) P®(0) P (3)
6 6

D’ou 'on déduit :
{ P'(0) = P'(1) - P"(2) + 3 PO)(3)
P"(0) = P"(2) — 2P®)(3)

Exercice 2.6.

Soit n € N*. On note E = R,[X] lespace vectoriel des polynomes a
coefficients réels de degré inférieur ou égal a n.
Soit L I'application définie sur E par

L(P) = /1 P(t) dt

-1
1. Montrer que L est une application linéaire. Déterminer son image et la
dimension de son noyau. Donner une base de son noyau.
2. Pour tout A réel non nul, on considere ’application T définie sur F par
T\(P)=P+ AL(P)X
a) Montrer que T est un endomorphisme de E.
b) Ecrire la matrice associée & Ty dans la base canonique de E.

c) Déterminer les valeurs propres de T ainsi que son rang. L’endomorphisme
T est-il diagonalisable ?

d) Montrer que T) est bijective, déterminer T L

Solution :

1. L’application L est une forme (puisque pour tout P € E, L(P) € R)
linéaire par linéarité de l'intégrale. Son image est R, car L(1) = 2 # 0 et par
le théoreme du rang, son noyau est de dimension n.

On remarque que tout polyndéme impair est élément de Ker L.

e si n = 2p, la famille (X, X3,..., X%~ 1) est de cardinal p et ses éléments
appartiennent & Ker L. Pour tout k € [1,p], on a :
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L(X2k) — 2k2+1 — 2k52+ ].X2k _ 2k72— ].X2k72 € KerL

La famille (— 1+ 3x2 . 22 Lyw—> 4 204 L) o5t de cardinal p
et ses éléments appartiennent a Ker L.

L’«union » des deux familles est de cardinal 2p et forme une base du noyau de
L (cette famille est libre, puisque ses éléments sont des polynémes de degrés
échelonnés).

esin = 2p+1,lafamille (X, X3,..., X?PT1) est de cardinal p+1 et est formée
d'éléments de Ker L. Lafamille (~14+3x2, . 222 Lyor-2y 204 Ly
est de cardinal p et formée d’éléments de Ker L.

L’«union » des deux familles est de cardinal 2p+1 et forme une base du noyau
de L, puisque ses éléments sont des polynomes de degrés échelonnés.

(On peut évidemment faire d’autres choix. . .)

2. a) On vérifie immédiatement que T est une application linéaire de E.
Pour tout k € [1,n], on a:

Tx(XF*) = {

2j 2\ c o
X +2j+1X sik=2j

X2+ sik=2j+1
b) La matrice associée a T, dans la base canonique de E s’en déduit
immédiatement. Par exemple dans le cas ou n est pair (n = 2p) :

1 0 ... ... 0
2\ 2)\
2\ 1 3T I
0 0 1 0
0o 0 ... ... 1

c) Soit p une valeur propre de T et P un polynéme propre associé. On a
alors :

T\(P) = uP < AL(P)X = (u—1)P
esi PeKerlL,alors (u—1)P =0, donc p = 1.
Réciproquement, si = 1, comme A # 0, on a P € Ker L.

Ainsi = 1 est valeur propre de T), le sous—espace propre associé étant le
noyau de L qui est de dimension n.

esip#1, alors L(P)#0, et P= /LLEJ?X Mais dans ce cas
L) =34 L) -0

C’est une contradiction.
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Finalement, T n’admet qu’une seule valeur propre p = 1. Le sous—espace
propre associé n’étant pas FE tout entier, ’endomorphisme T n’est pas
diagonalisable.

d) L’endomorphisme T est bijectif, puisque 0 n’est pas une valeur propre.
Comme E = Vect(1) @ Ker L et comme (T — I)P = AL(P)X, il vient :

{ (T)\ _I)|KerL =0

- D) =aax — (- D=0

Donc :
T —2T\+I1=0et Ty ' =21 - Ty

Exercice 2.7.

Q désigne I’ensemble des nombres rationnels. R[X] désigne ’espace vectoriel
des polynomes a coefficients réels.

Soit m un entier naturel, et qo,q1,- - -, ¢m, (m + 1) nombres réels distincts.
1. Montrer que pour tout j € {0,...,m} il existe un unique polynéme L; de
degré inférieur ou égal & m tel que

. 1 sik=j
LJ(qk)_{O sinon

2. a) Montrer que la famille (Ly, . .., L,,) forme une base de ’espace vectoriel
R, [X] des polynémes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a m.
b) Soit P € R, [X]. Déterminer ’expression de P dans cette base.

3. Déterminer I’ensemble suivant : £ = {P € R[X] | Vq € Q, P(q) € Q}.

4. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1 et u un endomor-
phisme de E diagonalisable.
Montrer qu’il existe k scalaires, A1, ..., A et k projecteurs de E, pi,..., D
vérifiant les trois propriétés :

i) pour tout i # j,p;op; =0

ii) Id =py + - -+ + pg, ou Id représente 'endomorphisme identité

i) u=Ap1 + -+ A\ePk-

Solution :
1. Soit j € [0,m]. Définissons le polyndéme L; de degré m par
LX) = {] 2=t
/ i—0 45 — i
1#£]
1 sik=y

On a alors de fagon évidente : L;j(gy) = {0 sino
1non
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D’autre part, si P est un polynéme ayant les propriétés demandées, alors le
polyndéme P—L; s’annule en gy, . . ., gm (¥ compris g;), étant de degré inférieur
ou égal & m, c’est le polynome nul et P = L;, ce qui montre 'unicité de la
solution.

2. a) Les polynoémes Lg, Ly, ..., L, sont éléments de R,,[X] et le cardinal

de la famille (Lo, L1,...,L,;,) est m + 1. Montrons qu’ils forment une
famille libre. Soit (Mg, ..., Am) tels que > AxLr = 0. On a alors pour tout
k=0
jefo,m]:
0= MLr(g) =X
k=0

Ainsi la famille est libre de cardinal ad hoc et formée d’éléments de R, [X],
donc est une base de cet espace.

m
b) Si l'on pose P = Y ALy, alors le raisonnement précédent montre que

k=0
pour tout j € [0,m], A\; = P(g;). Donc

m
P =% P(ar)L
k=0
3. Montrons que £ = Q[X], c’est-a-dire ’ensemble des polyndmes & coeffi-
cients rationnels.

e si P € Q[X], alors pour tout ¢ € Q, P(q) € Q.

e Réciproquement si P € £, on peut supposer P de degré m. On choisit alors
(m + 1) nombres rationnels distincts go,q1, ... ,¢m. La question précédente
permet, d’écrire :

m
P = %" P(qr)L, avec Ly € Q[X]
k=0
Donc P € QX].
k
4. L’endomorphisme u étant diagonalisable, on peut écrire E = @ E,,, ou
i=1
(A1, ..., Ax) sont les valeurs propres distinctes de u et (Ey,, ..., E),) les sous-
espaces propres associés.
Les réels Aq,...,\; permettent de définir £ polynémes Lq,...,L; comme
dans la premiere question. Posons alors, pour tout j € [1,k] :
- \Id
pj = Lj(u) = [] =242
j J i X — i

Soit € E. On peut écrire x = z1 + - - - + zp, chaque x; appartenant a Fj,.
On a alors :

pj(z) = Lj(u)(z1 + -+ + z) = Lj(u)(zj) = z;
Cela montre que p? = pj et que pour k # j,p;j opi = 0.
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Enfin, par la question 2,
k

1=YIL = Id:iLi(u):ipi

i=1

Exercice 2.8.

Soit @ un réel, a # 1, et p un entier naturel. On note R,[X] 'ensemble des
polynémes sur R de degré inférieur ou égal & p. On pose :

Sap = {u = (Un)nzo | AP € R,[X] tel que Vn € N,upt41 = au, + P(n)}
1. Soit u € Sq p.
Montrer I'unicité du polynéme P tel que Vn > 0,u,4+1 = au, + P(n).
(on pourra utiliser la fonction ¢ : R,[X] — RPF! définie par :
e(P) = (P(0), P(1),...,P(p)) .)
On notera P, le polynome ainsi défini. En déduire que S, , est un R-espace

vectoriel.

2. Soit 6 : S, , = R,[X] définie par 8(u) = P,. Montrer que 8 est linéaire et
déterminer Ker @ ainsi qu’une base de cet espace.
3. Pour k € N, on pose Ri(X) = (X + 1)* —aX*.
a) Montrer que la famille (Ry, Ry, ..., Rp) est une base de R, [X].
b) Montrer que pour tout k € {0,1,...,p}, Rr € Im#. En déduire Im 6.
c) Quelle est la dimension de S, ;, ?
d) Déterminer une base de S, .

4. Déterminer la suite (up)n>o vérifiant :

ug = —2 et pour tout n > 0,upy1 = 2u, —2n+ 7.

Solution :

1. L’application ¢ est linéaire entre deux espaces vectoriels de méme dimen-
sion p + 1. Son noyau est réduit a {0}, car si P € Kery, le polynéme P
de degré inférieur ou égal & p admet (p + 1) racines distinctes, donc est le
polynéme nul.

L’application ¢ est donc un isomorphisme de R, [X] sur R,

Supposons qu’il existe deux polynomes P et () définissant la suite u € S, 5.
Alors pour tout n € N,P(n) = Q(n) et en particulier p(P) = ¢(Q), soit
P=qQ.

Enfin S, ,, contient la suite nulle associée au polynome nul et si (u,v) € 3,
et A € R, alors Au+ v € S,,, associée au polynéme AP, + P,.
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2. La linéarité de ’application 8 a été démontrée dans la question précédente.

Soit u € Ker#. Cela signifie que P, = 0 donc que pour tout n € Ny up41 =
auy- La suite (u,) est une suite géométrique de raison a et u, = a"ug.

Réciproquement, si (uy) est une suite géométrique de raison a, on a t,11 =
au, et u € S, p entraine que P, = 0.

Ainsi Ker 6 est la droite engendrée par la suite (a")pen-

3. a) Comme a # 1, la famille (Ry, ..., R,) est une famille de polynémes de
R, [X] de degrés échelonnés et de cardinal (p + 1). C’est donc une base de
R, [X].

b) Soit k € [0,p]. La suite z(¥), définie pour tout n € N par 2 = nk,
vérifie pour tout n € N :

557(1]21 =az'? + Ry (n) = azt) + ((n+ 1)* — an®)

Donc, pour tout k € [0,p], Ry € Im6 et Imf = R, [X].

c) Par le théoreme du rang, il vient dimS, , =1+p+1=p+2.

d) Une base de S, est définie par ((a™)nen,z®,...,z(P)). En effet, c’est

p
une famille de cardinal (p + 2) qui est libre car si > Apz® + p(a™) = 0,
k=0

p
alors en appliquant 8, il vient ) A\gRj = 0 et donc Ay = --- = A, = 0, puis
k=0
pn=0.
4. Appliquons les résultats précédents.
La suite cherchée est de la forme n — \a™ + )\03320) + )\156%1).
En regardant les premieres valeurs, il vient

A+ Ao =—2 A=3
A+d+M =3 doit { Ao=—5
AN+ Ao +2) = 11 AL =2

soit :
VneNu, =32"+2n—-5

Exercice 2.9.

2

Soit u un endomorphisme non nul de R?* tel que u? = wou = 0.

1. a) Déterminer les valeurs propres de wu.

b) L’endomorphisme u est-il diagonalisable 7

2. a) Comparer Imu et Keru. En déduire que rgu < 2.

b) Montrer que si rgu = 1, il existe une base de R* dans laquelle u est
représenté par une matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf un.

Dans toute la suite de ’exercice, on suppose que u est de rang égal a deux.
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3. Montrer qu’il existe une base B de R* dans laquelle u est représenté par
la matrice

0 010
0 0 01
0 0 0O
0 0 0O

4. Existe-t-il un endomorphisme v de R* tel que v? = u ?
5. On note C(u) = {v € L(R*) Juov=vou} et
P(u) ={ve LR") /IS € RIX], v =5(u)}

a) Montrer que C(u) est un sous-espace vectoriel de £(R*) et en donner la
dimension.

b) A-t-on C(u) = P(u)?

Solution :

1. a) Comme u? = 0, si A est valeur propre de u, alors A2 = 0.

Réciproquement, comme u? = 0, 'endomorphisme u n’est pas injectif et
0 est valeur propre de u. Finalement la seule valeur propre de w est 0.

b) L’endomorphisme u n’est pas diagonalisable, car autrement on aurait
u=0.

2. a) Comme vou =0, on a Imu C Ker u. Le théoreme du rang entraine que
4 =rg(u) + dimKeru > 2rg(u). D’ou rg(u) < 2.

b) Soit (y) une base de Imu. Il existe z € R* tel que y = u(x). Comme
Imu C Keru, on complete (y) en (y, z,t) base de Keru. Alors (z,y, z,t) est
une base de R*. En effet :
ax +by +cz+dt =0 = wu(ax + by + cz + dt) = au(z) = ay = 0, donc
a=0,puisby+cz+dt=0 = b=c=d=0.

La matrice associée a u dans cette base est :
0 0 O

0

1 0 0 O
M =
0 0 0 O
0 0 0 O
3. Dans le cas ot rg(u) = 2, on a Imu = Kerwu. Soit (e, e2) une base de Ker u.
Il existe es,eq tels que u(es) = er,u(es) = ea. La famille (e, es,e3,€e4) est
une base de R* (démonstration identique & celle de la question précédente)
et la matrice associée a v dans cette base est :
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4. La réponse a cette question est positive. Par exemple I’endomorphisme v
dont la matrice associée dans la base précédente est
01 0O

0 0
0 0
0 0

OO =

0

1

0

vérifie v2 = u.

5.a) Si (v,w) € C(u) et A € R, alors :
(MWw+w)ou=Avou)+ (wou)=Auov)+ (uow)=uo (Au+ w)

Puisque 0 € C(u), 'ensemble C(u) est non vide et est donc un sous-espace

vectoriel de L(R?).

Pour déterminer la dimension de C(u), on fait un calcul matriciel et on trouve
I’ensemble des matrices de la forme :

a b e f
c d g h
0 0 a b
0 0 ¢ d

avec (a,b,c,d,e, f,g,h) réels. Ainsi dimC(u) = 8.

b) Comme u? = 0, on voit immédiatement que P(u) = Vect(Id,u) qui est
de dimension 2. Donc P(u) est différent de C(u).

Exercice 2.10.

Dans cet exercice, n désigne un entier supérieur ou égal a 2.
1. Soit (A1,.-.,An) € C" tel que :

Viell,n], M+X+---+X =n
On se propose de déterminer les \y. I?Lour cela, on pose

S(X) = TT(X =)
k=1
et on note p le nombre de racines distinctes de S et {p1, ..., up} ensemble
des racines de S. Enfin, pour tout ¢ € [1,p], on note n; l'ordre de multiplicité
de la racine u; de S.
a) Montrer que la matrice M de M,(C) de terme général m; ; = ,u;-*l pour
(i,7) € [1,p]?* est inversible.
P .
b) Pour j € [0,n], donner la valeur de Y n;ul.
i=1
ny(py — 1)
¢) On note X = : € Mp1(C). Calculer MX.

np(pp — 1)
d) Déduire de ce qui précede que pour tout ¢ € [1,n], \; = 1.
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2. Si A € M,(C), on appelle trace de A et on note tr(A) la somme des
coefficients diagonaux de A.

a) Montrer que V (4, B) € (M, (C))?,tr(AB) = tr(BA).
b) En déduire que V (4, P) € M, (C) x GL,(C),tr(P LAP) = tr(A).

3. Soit A € M,,(C) diagonalisable telle que pour tout j € [1,n],tr(47) = n.
Déterminer la matrice A.

Solution :

1. a) Montrons que les lignes L1, ..., L, de la matrice M sont linéairement
P

indépendantes. Soit (a1, ...,ap) € CP tel que > a;L; = 0.
i=1

Posons R(t) = a1 + ast + -+ - + aptP 1. On a alors

R(p) = R(p2) = --- = R(pp) = 0.
Le polynéme R de degré inférieur ou égal & (p — 1) admet p racines : c’est le
polynéme nul et a; = --- = a, =0, d’ot la conclusion.

(t— )"

(3

b) Ona: S(t) = kﬁl(t “ ) =

L=

p . n .
On a donc, pour tout j € [1,n] : Y niul = > A, =n.
i=1 k=1

p p
Enfin Y niud = Y n; = n = deg(S).
Z- ~

=1 I3

c) Par différence, on déduit que pour tout j € [1,p] :

(3

P .
S ngpd (s — 1) =n—n =0, donc MX = 0.
i=1

d) La matrice M étant inversible, cela entraine que X = 0, soit, pour tout
i €[L,p],ni=0o0up; = 1.
Comme les n; sont dans N* et que les p; sont deux a deux distincts, ceci
impose p=1,u; = 1 et ny = n. Autrement dit, pour tout k € [1, k], A\, = 1.

2. a) Notons A = (ai7j)1<i7]’<n et B = (bi,j)lgi,jgn- On a alors :
n n n n
tI‘(AB) = Z (E ai,kbkﬂ) = E (E bk,iai,k> = tI‘(BA)
i=1 \k=1 k=1 \k=1
b) Si P est inversible, on peut écrire, par la question précédente :
tr(P7LAP) = tr(APP~1) = tr(A)
3. Il existe une matrice D = diag(A1,...,A,) et P inversible telles que
P~1AP = D. On a alors pour tout j € [1,n] :

SN, =tr DI =tr(PAIP ) =tr AY =n.
k=1
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Par la premieére question, pour tout k € [1,n], A\, =1 et D =1; donc :
A=PIP ' =1

Exercice 2.11.
Soit E un espace vectoriel de dimension finie n # 0 sur R.

1. a) Montrer que pour tout endomorphisme f de E il existe un polyndéme
non nul P de R[X] tel que P(f) = 0. Ce polynéme est-il unique ?

b) Existe-t-il un polynéme non nul P de R[X] tel que pour tout f de L(E)
on ait P(f) =07

2. Soit (f,u) € L(E)? et a € R tels que f = a.u et f2 = a’.u.
a) Déterminer un polynéme annulateur simple de f.

b) Montrer que f est diagonalisable. (pour a # 0 on pourra pour un x

donné, écrire © = 1 + T2 avec T3 = —é[f(a:) —az] et x5 = éf(a:) et

s’intéresser ¢ f(x1) et (f — a.idg)(z2))

c) Dans le cas ou a # 0, que peut-on dire de u ?

3. Soit (f,u,v) € L(E)3 et (o, B) € R tels que f = a.u+B.w, f2 = a®u+p20
et f2=acu+ B30

a) Calculer f3 — (a+ ) f?+aBf. Quen déduit-on pour les valeurs propres
de f7?

b) Montrer que si 'on est dans un des trois cas suivants : « =0, 5 =0 ou
a = 3, alors f est diagonalisable.

c) Siaf # 0 et a # S montrer que f est diagonalisable. On pourra procéder

comme suit :

i) exprimer u et v en fonction de f;

ii) montrer que w et v sont des projecteurs (par exemple en calculant
uo (u—idg)) tels que uov =vou=0;

iii) montrer que Ker f = KeruNKerv et Im f = Imu ® Imv;;

iv) montrer que E = Ker f ® Im f ;
et conclure.

Solution :

1. On sait que £(E) est de dimension n?. La famille (I, f, f2,..., f"") est

donc liée; il existe des scalaires (ag,a1,...,a,2) non tous nuls tels que
n2
> arff=0
k=0

et donc un polynéme P de degré inférieur ou égal & n? tel que P(f) = 0.
Ce polynome n’est pas unique puisque tout multiple de P est encore annula-
teur.
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b) Supposons qu’il existe un polynéme P non nul tel que pour tout
f € L(E), P(f) =0. Ce polynéme est de degré p et admet au plus p racines
réelles ; soit a réel qui n’est pas racine de P ; alors f = af ne peut étre annulé
par P, puisque P(al) = P(a)l #0.

2. a ) Il est évident que f? — af = 0. Donc P(X) = X? — aX est annulateur
de f. Les valeurs propres de f sont & prendre dans I’ensemble {0, «}.

b) Si a =0, alors f = 0 est diagonal.

Supposons a # 0. Ecrivons :

r =11 + T2, avec £ = —%(f(a:) —az), xy= éf(:r)

On a ainsi :

{f(an) ~L(rP@ -af@)=0
f@s) —azs = L(f2 = af)@) =0
Ainsi z; € Eo(f) = Ker f, et 3 € Eo(f) = Ker(f —al). Cela signifie que ces

deux sous-espaces (qui sont en somme directe, puisque Ey(f) N E,(f) = {0})
sont supplémentaires et que f est diagonalisable.

2

c) Si a # 0, alors u = éf vérifie u® = u, c’est-a—dire que u est un

projecteur.
3. a) Un calcul élémentaire montre que f3—(a+3)f?+aBf = 0. Le polynome

X(X? - (a+ B)X + af) est annulateur de f.
Les valeurs propres de f sont & choisir dans {0, «, 8}.

b) Sia =0,0u 8 =0 o0ua =/, on est ramené & la question précédente,
et f est diagonalisable.

c) SiafB #0et a##p,il vient :

Ny owoL2=8f  ,_f=of
ala = B)’ B(6 - a)

ii) Ona:

2—u:; o(f — o(f%— —ala —
u g Lo =B =Bf —ala=p))
1 o (#3 _ 2_ (0 — 2 aBla —
= ! (> —28f2 — ( B+ B°)f +aB(a—B)I)
1 2 _(a® -5 ap(a —

= Ga—py Y ole=AF - @ = )f +apla- A1)
1 3 _ (o 24 —

= 2@ ' @+ A +abf) =0

L’endomorphisme u est donc un projecteur.
Une démonstration identique montre que v est également un projecteur.
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De plus :
1
uov=vou=———>o=(fo(f—al)ofo(f—pBI
e o —anee(f=D)
1
= ——<fo(f°—(a+pB)f*+abf) =0
e —pp? o Uk DT+ add)
iii) Comme f = au + v, on a Keru NKerv C Ker f. Réciproquement,
la question i) montre que Ker f C Keru et Ker f C Ker v. Finalement
KerunKerv = Ker f.
Soit € Imu N Imw, alors puisque u et v sont des projecteurs, z = u(

z) =

v(z); donc f2(z) — af(z) = f2(z) — Bf(z) et comme a # B, f(x) = 0) et
u(z) =v(z) =z =0.
De plus, comme, pour tout x € E, f(z) = au(x) + Bv(z), on a Im f C
Imu @ Imw, et par la question i) Imwu C Im f et Imv C Im f. Finalement

Imu @ Imv=1Imf

iv) Finalement si z € Ker f NIm f, il existe y € E tel que
z = f(y) = au(y) + Po(y).
Alors : 0 = f(x) = f*(y) = ®u(y) + B*v(y), donc avec la somme directe
obtenue en iii), u(y) = v(y) =0 et z = 0.
Par le théoreme du rang, il vient :
E=KerfeImf=KerfdImu®dImv

11 suffit maintenant de vérifier :
e si a est valeur propre de f, alors Imu = F,,
e si 3 est valeur propre de f, alors Imv = Eg,
e si 0 est valeur propre de f, alors Ker f = Ej.

Quitte & supprimer éventuellement les sous—espaces réduits & {0}, on conclut
que f est diagonalisable.

Exercice 2.12.

On considere le R-espace vectoriel E = R*. On rappelle que, si u est un
endomorphisme de E, un polynéme annulateur de u est un polynéme non
nul P € R[X] tel que P(u) =0z (g).

1. Que peut-on dire d’un endomorphisme de E ayant un polynéme annulateur
de degré 17

Est-il possible qu’un endomorphisme de E ait un polynome annulateur
constant 7

2. Donner (par sa matrice canonique) un exemple d’endomorphisme h de E
ayant X (X — 3) comme polynéme annulateur et n’ayant pas de polynome
annulateur de degré 1.
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Que peut-on dire de % h?

3. Construire a partir de ’endomorphisme h proposé précédemment un
endomorphisme ¢g de E ayant (X — 1)(X — 2) comme polynéme annulateur
et n’ayant pas de polyndéme annulateur de degré 1.

Préciser la matrice canonique de l’endomorphisme g. Que peut-on dire de
g — ’idE ?

4. On considere un endomorphisme f de E ayant X — 1 comme polyndme
annulateur et n’ayant pas de polynome annulateur de degré strictement
inférieur a 3.
Montrer que 1 est nécessairement valeur propre de f et montrer que

1 < dimKer(f —idg) < 2.
Montrer que X (X — 3) est un polyndome annulateur de ¢ = f2 + f + idg.
Montrer que ¢ ne possede pas de polynéome annulateur de degré 1. Conclu-
sion ?
Montrer que Im ¢ = Ker(f — idg). En déduire que % ¢ projette sur Ker(f —
idg) parallelement a Im(f — idg).
Donner (par sa matrice canonique) ’exemple d’un tel endomorphisme f. On
cos(2m/3) —sin(27r/3)> ‘

2 s j
pourra calculer A* + A+ 1>, A étant la matrice <sin(27r/3) cos(2m/3)

5. Donner (par sa matrice canonique) un exemple d’endomorphisme non nul
¢ de E ayant X2 4+ X + 1 comme polyndéme annulateur.
Pourquoi 9 ne peut-il pas avoir de polynome annulateur de degré 17

Solution :

1. Si aX + b est annulateur de f, on a af + bl = 0, et comme a # 0, f est
une homothétie. Réciproquement si f = AI, f admet le polynome AX comme
polynéme annulateur.

Si P = ¢, avec ¢ € R*, alors P(f) =cI #0.

2. On peut par exemple considérer I’endomorphisme h de E de matrice
associée dans la base canonique :

0 0 0O
0 0 0O
0 0 3 0
0 0 0 3

On vérifie aisément que X (X — 3) est annulateur de h, et que h n’étant pas
une homothétie, n’admet pas de polynéme annulateur de degré 1.

L’endomorphisme u = %h est annulé par X (X — 1). Donc u? = u et u est
un projecteur.
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1

3. Il suffit de considérer g = I + 3

h, de matrice associée
10 00
01 0O
0 0 2 0
0 0 0 2
De la méme facon, g — I est un projecteur de E.

4. On sait que 0 = f3—T = (f —I)o(f>+ f+1I). Si 1 n’est pas valeur propre
de f, Pendomorphisme f — I est inversible et f2 4+ f +1 = 0; ce résultat est
en contradiction avec le fait que f n’admet pas de polynéme annulateur de
degré strictement inférieur a 3.

Comme 1 est valeur propre de f, on sait que dimKer(f — I) > 1.
Si dim Ker(f — I) > 2, on peut avoir :

e dimKer(f — I) = 4. Dans ce cas, f = I et X — 1 est annulateur de f.

e dimKer(f — I) = 3. Dans ce cas, f — I est de rang 1.
SiIm(f—1I)CKer(f—1I),ona (f—1I)>=0et (X —1)2est annulateur de f.
Donc, comme Im(f — I) est une droite, on a Im(f — I) N Ker(f — I) = {0},
et le théoréme du rang entraine que E = Ker(f — I) & Im(f — I).

Soit u une base de Im(f — I). Il existe alors A réel tel que (f —I)u = Au, i.e.
flu) =+ 1)u.
Le polynome (X — 1)(X — A — 1) est alors annulateur de f. Contradiction !

Calculons :
¢po(p—30)=(f*+f+Do(f*+f—2I)
=(fP+f+Do(f=Do(f+2I)
=(f*-Do(f+2I)=0
Donc, X (X —3) est un polynéme annulateur de ¢. Si ¢ admettait un polynéme

annulateur de degré 1, alors f possederait un polynéme annulateur de degré
2, ce qui est exclu.

On a ¢o¢ = 3¢, donc (% ¢)o (% ¢) = %(b et %(f2+f+l) est un projecteur.

On sait que Im ¢ C Ker(f — I). Réciproquement, soit € Ker(f — I) (ainsi
f(z) = z). Alors f%(z) = x et ¢(x) = 3x. Donc z = %qﬁ(m) € Im ¢.
En conclusion Im ¢ = Ker(f — I).

On sait que Im(f — I) C Ker ¢. L’égalité précédente et le théoreme du rang
permettent de conclure que Im(f — I) = Ker ¢.

Ainsi % ¢ est le projecteur sur Ker(f — I) parallelement & Im(f — I).

Comme A% + A + I = 0, on peut prendre :
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cos(2r/3) —sin(27/3) 0 0
sin(2w/3)  cos(2n/3) 0 O
0 0 1 0
0 0 0 1
5. Au vu de la question précédente, on peut prendre :
cos(2mw/3) —sin(27/3) 0 0
sin(27/3)  cos(27/3) 0 0
0 0 cos(2m/3) —sin(27/3)
0 0 sin(27/3)  cos(27/3)

L’endomorphisme v associé a cette matrice ne peut avoir un polynoéme
annulateur de degré 1, car 12 +1 + I = 0 entraine que les valeurs propres de
1) sont complexes et non réelles.

Exercice 2.13.

Soit n un entier naturel, tel que n > 2.
On considere 'espace vectoriel E = R, [X] des polynomes de degré inférieur
ou égal a n.

1. Montrer que pour tout 0 < j < n, il existe un unique polynéme L; € E
tel que

N |1 sii=j
LJ(Z)_{O sii#j7,0<i<n
Montrer que l’on a :
n

(-1

Li(X) = Tci II x-k&
k=0,k#j
2. Mountrer que B = (Lyg,..., L,) est une base de E.

3. Calculer

a) L0+L1+"'+Ln.

b) Ly + 2Ly + -+ - + nL,.
4. On définit, pour (P,Q) € E?, (P,Q) = Y. P(k)Q(k).

k=0

a) Montrer que l'on définit ainsi un produit scalaire sur E. On notera ||.||
la norme associée a ce produit scalaire.

b) Que peut-on dire de B pour ce produit scalaire ?
5. On pose H = R,_1[X]. Soit k un entier tel que 0 < k& < n. Déterminer un
réel \; tel que X" + \yLy € H.

6. Soit P € H. Montrer que les coordonnées de P sur la base B sont
n

(_l)n_k -\ N
ap = mgp(ﬁ] , kef0,n]
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7. Soit 7 la projection orthogonale sur H. On pose
d(X" H) = || X" = m(X")]|
a) Montrer que || X" — 7(X™)|| = n!x||Lo — 7(Lo)|]-

) n —1)n—t
b) Soit Q = Z ﬁ[ﬂ Montrer que Q € H*.
i=0

(Lo, @)
el

V&N

c) En déduire que d(X™, H) = n!

d) Montrer que d(X™, H) =

Solution :

1. Pour tout j € [0,n], posons :

n (_l)nij n n
Lix)=[] =k = ,(-7) I1 (X — k)
o 7 F E =

On montre immédiatement, que ce polynéme vérifie :

pour tout £ € [0,n], L;(£) = d;.
Supposons qu’il existe un polynéme @; € E tel que pour tout £ € [0,n],
L;j(¢) = Q;(¢) = ;. Le polynéme L; — Q; € E admet (n + 1) racines (les
entiers de 0 & n, j compris) : c’est le polyndme nul et Q); = L;.

2. Le cardinal de la famille (Lo,...,Ly,) est égal & n +1 = dimR,[X].
n

Montrons qu’elle est libre; si > ayLg = 0, alors, pour tout £ € [0,n]
k=0

0= Z CMkLk(é) = Qy
k=0

Ainsi, tout polynéme P de E s’écrit dans cette base sous la forme :

P(X) = 3> P(R)Li(X)

3. a) D’apres la remarque précédente, Yk € [0,n], P(k) = 1, entraine que
P=1.

b) De méme Vk € [0,n], P(k) = k entraine que P(X) = X.

4. a') On vérifie que Papplication ® : (P,Q) — > P(k)Q(k) est une forme
k=0

bilinéaire, symétrique, définie positive. Seule la derniére propriété n’est pas
immédiate :

n
ona®P,P)= 3 P(k)?>0;

k=0
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et si ®(P, P) =0, alors pour tout k € [0,n], P(k) =0, et P = 0.

b) La famille B = (Lo, ..., Ly) est une base orthonormée de (E, ( , )), car
pour tout ¢ € [0,n], L;(¢) = ;,, donc :

(Li, Lj) = 1;0 Li(k)L;(k) = 1;0 i k0,6 = 0ij.

5. Lj, est un polynome de degré n; ona X"+ ALy € R,,_1 [X] si et seulement
si le coefficient de X™ de ce dernier polynéme est nul ; donc si et seulement
si:

_l)n—k-',-ln!

NS Lt
(%)

6. Si P € H+, alors pour tout k € [0,n],(P, X" + AtL;) =0, ou :
(P, X") = =A\e(P, L)
Or on sait que dans la base orthonormée (Lo,...,L,), P sécrit : P =

k=0
Donc :

0" (G) & o (1t
(P,Li) = — = (P,X") = ——— kL 3~ p(j)jm = L > P();"
k n! j=0 kl(n —k)! j=
a) On sait que X" + (=1)"*1Ly € H ; donc :
m(X" 4+ (=1)"*Lo) = X" + (1)1 Lo
et
m(X") — X" = (=1)"n!(7(Lo) — Lo)) donne d(X™, H) = nld(Lo, H)
b) Le polynéme @) est colinéaire au polynome P de la question 6. Donc
QeH.
¢) On a donc d(Lo, H) = |(Lo, Q)|, d’0i1 :

IIQII
B n 1 n 2 N 1 2n
d) Or (LO,Q>——'et QI = 120 (n!)2(i) B (n!)Z(”)'
Finalement : '
dx" H) = — =

()

Exercice 2.14.

On considere R? muni de sa base canonique B et du produit scalaire canonique
noté (.,.). On note ||.|| la norme associée.



Algebre 61

a
Soit « un vecteur unitaire u = | b
c
On note D la droite vectorielle engendrée par u.
Soit @ un réel non nul et f, ’application définie sur R® par :

fo(z) = 2 + alz,u)u
1. Montrer que f, est un endomorphisme de R3.
2. a) Montrer qu’il existe une unique valeur ag de a telle que pour tout
reR:
[ fao (@)I] = []]
b) Calculer fo, © fa,-
Montrer que Ker(f,, + Id) ® Ker(f,, — Id) = R3.

3. On revient au cas général ou a est quelconque.

a) Montrer que f, est un endomorphisme symétrique de R3.

b) Déterminer les éléments propres de f,.
4. On suppose dans cette question que a # —1. On note M, la matrice
associée & f, dans la base B et on définit une fonction h, sur R® par :

X
ha(z,y,2) ='XM, X, 00 X = | y
4

a) Montrer que h, posséde un unique point critique que ’on déterminera.

b) Déterminer les extremums de h,,.

Solution :
1. On vérifie de maniere immédiate la linéarité de f,, ainsi que le fait que
pour tout z € R3, f,(z) € R3.
2. a) Comme u est un vecteur unitaire :
1fa(@)I? = [l2|” + 2a(z,u)* + a*(z,u)*.
Donc, pour tout € R*, on a :
fa(@)I* = [|z]]” <= (2a + a®){z,u)* =0
et ceci est vrai pour tout x si et seulement si a = —2.

b) On sait que comme ||u|| = 1, (z,u)u est la projection orthogonale p(x)
de z sur la droite vectorielle de base u. Donc f, = I + ap.
Ici f_p = I — 2p est la symétrie orthogonale par rapport & ’hyperplan u™.
Donc f2, = 1.

Tout vecteur z € R® s’écrit : z = %(a: + fo2(2) + 5(z — f-2(2)).

D=
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Comme (f_o —I)o (foo+I) =0, 0n a: x+ f_o(x) € Ker(foa — I) et
x — f_o(z) € Ker(f_2 + I); enfin Ker(f_o — I) NKer(f_2 + I) = {0}, parce
que [f_2(z) =z et fo(z) =—2] = = =0.
3. a) p étant un projecteur orthogonal, sa matrice dans une base orthonormée
adéquate est diagonale, donc symétrique et f, = I4+ap est un endomorphisme
symétrique.

b) Il suffit d’écrire :

folz) = Az <= ap(x) = (A — 1)z <= p(x) = A = 1

Les valeurs propres d’un projecteur étant 0 et 1, les valeurs propres de f, sont
a+1 (le sous—espace propre associé étant Im p = Vect(u)) et 1 (le sous—espace
propre associé étant Kerp = u').

T

4. 11 existe une matrice orthogonale P orthogonale, telle que M, = *PD,P
avec D, = diag(a + 1,1, 1). Par suite

ho(z,y,2) = {(PX)D,PX

:L"
En notant PX = X' = | ¢’ |, il vient : hy(z,y,2) = (a + )2 +y2 + 22,

ZI

e sia+1 > 0, ho(z,y,2) = 0 et hy(z,y,2) = 0 si et seulement si
' =y = 2 = 0 cest-a-dire si et seulement si z = y = z = 0, puisque
X = P71X'. Donc h, admet un minimum global en (0,0, 0). Il est clair que
h, n’est par contre pas majorée.

e sia+1 <0, h, nest ni minorée (prendre z,, = n et y, = z, = 0), ni

n
majorée (prendre ), = 0 et yI, = z], = n).

Exercice 2.15.

Soit (E,(.,.)) un espace euclidien, u un vecteur de E, a un réel et f défini
par :
(Vz € E) flx)y=z+alz,u)u
On note ||.|| la norme euclidienne associée au produit scalaire (., .).
1. Justifier que f est un endomorphisme symétrique de (E, (., .)).
2. Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de f et étudier sa
diagonalisabilité.
Retrouver ainsi le résultat de la question 1.

3. Déterminer (en fonction de a et u) dans quels cas f est une isométrie de
E, c’est-a-dire vérifie :

(Vee B)  [[f(@)]] = ||z
La reconnaitre.

4. a) Dans le cas général, exprimer f a l’aide d’un projecteur et en déduire
un polynéme annulateur P de f.
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b) Etudier linversibilité de f et, lorsqu’il existe, exprimer son inverse a
I’aide de f et de ’endomorphisme Id.

Solution :

On observe d’abord que si @ = 0 ou u = 0, on a f = Id. Les réponses aux
questions posées sont alors banales et on exclut ces deux cas dans la suite.

1. L’application f est linéaire par linéarité & gauche du produit scalaire. Pour
tous z,y € E :

(f(x),y) = (z,y) + a(z,u) (y,u) = (z, f(y))
car ’expression est symétrique en z et y, donc f est un endomorphisme
symétrique de FE.

2.0na: f(z) =z = al{z,u)u=(A—-1)z.
D’ol deux cas :
e siz ¢ Vect(u), alors (z,u) =X —1=0,s0it \=1let z€ul;
e pour z = u, il vient f(u) = (1 + a|lul|?) u, donc u est vecteur propre
associé & A = 1+ a ||ul|?.
Finalement Spec(f) = {1,A =1+ o |[u|*}

avec Ker(f — Id) = ut et Ker(f — AId) = Vect(u).
L’endomorphisme f est diagonalisable comme endomorphisme symétrique
réel ; on le retrouve directement puisqu’on a E = Vect(u) © ut, donc E est
somme directe des sous-espaces propres de f.
La matrice de f dans une base orthonormée adaptée & la décomposition
E = Vect(u) ® ut est diagonale, soit diag(1,...,1,1 + a[[u|[?), donc
symétrique, ce qui prouve que f est un endomorphisme symétrique réel.
3.0na:||f(u)|] =]lul| = 1+ allul> =£1

2 .
Jull”

Comme a # 0, il vient : a = —

On a alors f |vect(uy= —Id et f |,.= Id, donc f est la symétrie orthogonale
par rapport & I’hyperplan u™.
4. a) Notons p le projecteur orthogonal sur Vect(u) et ¢ = Id—p le projecteur
associé. On a :

f=0+alulP)p+g=A-1)p+Id
soit : p= ﬁ(f — Id) (le cas A = la été exclu au début). Alors :

1 1
= - +1)f+AId=0

= fP=2+alu]P)f+1+alul*)Id=0
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d’ou :
P(X) =X - (2+a|ull’) X + (1+allul?)
est un polyndéme annulateur de f.
b) On a f inversible si et seulement si 0 ¢ Sp(f) c’est-a-dire si et seulement
si 14 alul|* #0.
Dans ce cas, fo [f — (2+ a|[u|?) Id] = — (1 + a|u||*) Id donne :
fo[f=@+allu)1d f= (2+allul) Id
—(1+ o |lul]?) Ltalul® -

=Idet f7'=—

Exercice 2.16.
1. Déterminer les applications dérivables f : R — R telles que

(VzeR) (VweR) f(z+y)=f(z)+ f(y)

Soit £ ’ensemble :

1 a b
E={ M(a,be)=|0 1 ¢ | ,(a,bc)ERS
0 0 1

2. a) Vérifier que & est stable par produit et passage a 'inverse, c’est-a-dire :
e pour toutes matrices M et M' de &, MM' € £ ;
e toute matrice M de £ est inversible et son inverse appartient a &.

b) Deux matrices quelconques de £ commutent-elles ?
On dira que la matrice M (a(t),b(t),c(t)) est dérivable en to si les trois
fonctions a, b, ¢ sont dérivables en .
3. a) Déterminer les applications ¢ définies sur R & valeurs dans £ par

@t Mla(t),b(t), c(t)]
dérivables sur R et telles que
(Vt € R) (Vt' € R) et +t) = (t) x p(t")
b) Montrer que Im ¢ est stable par produit et passage a I'inverse.

¢) Deux matrices quelconques de Im ¢ commutent-elles ?

Solution :

1. En prenant y = 0, on remarque que f(0) = 0. Puis, pour tout y € R
fixé, en dérivant par rapport a z on a f'(x +y) = f'(z) ; d’ou, pour x = 0,
f'(y) = f'(0) et f" est constante, donc f est linéaire, c’est—a—dire de la forme
z — ax. La réciproque est immédiate.

2. a) On vérifie que
M(a,b,c) x M(a',V',¢')=M(a+a',b+b +ac,c+) €€
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De plus, toute matrice de £ est triangulaire supérieure avec des 1 sur la
diagonale, donc est inversible et I = M(0,0,0) € £.
La formule ci-dessus du produit donne, en résolvant le systeme

a+a =0
b+b +ac =0
c+cd =0
[M(a, b,c)]_1 = M(—a,ac—b,—c) € £
b) La formule du produit montre encore que :
MM =M'M <= ac' = cd
donc (€, x) est non commutatif.

3. a) D’apres la premiére question, il vient :

a(t +1') = a(t) + a(t')
p(t+1') = @(t) x p(t') == { bt +1') = b(t) +b(t') + a(t) c(t')
c(t+t) = (t)+ (t)
(3a) (V1) a(t) =
= { (@) (V1) c(t) t

bt +t') =b(t) +b(') + ayit
Pour ¢t = t' = 0, on a nécessairement b(0) = 0;
en dérivant par rapport a t, il vient b'(t +t') = b'(t) + ayt’, puis ¢ = 0 donne
b'(t") = b'(0) + ay t’ soit, en notant 8 = b'(0), b(t) = a'y% + gt.
On montre enfin que cette condition est suffisante en vérifiant dans ’équation
b(t +1t') = b(t) + b(t') + aytt'.
Conclusion :
(I, B,7) ER3)(VEER) alt)=at; b(t) = %tQ + 8t c(t) =9t
b) Alors
Im(p) = {M (at, %tz +ﬂt,7t) , tE ]R}
L’ensemble Im ¢ est stable par produit par construction et, pour tout ¢t € R :
(=) X p(t) = p(0) = M(0,0,0) = I, = [p(1)] " =p(-1) €&
En conclusion Im ¢ stable par produit et passage a 'inverse.
¢) On a immédiatement
P(t)xp(t') = p(t +t') = o(t' +1) = p(t')xp(t)
donc (Im ¢, x) est commutatif.

Exercice 2.17.

On considere I’espace vectoriel R” muni de son produit scalaire usuel (.,.) et
¢ un endomorphisme symétrique de R™, dont les valeurs propres réelles sont
toutes strictement positives.
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On note A = (a;j) € My (R) la matrice de ¢ dans la base canonique de R™.

1. Montrer que, pour tout vecteur non nul h € R”, on a

(p(h),h) >0
2. Soit uw = (u1,-..,uy) un vecteur fixé de R® et f : R* — R définie par
1
f(2) = 5lp(2),2) = (u, 2)

a) Justifier que f admet des dérivées partielles du premier et du second
ordre en tout point de R™ et les expliciter.

b) Montrer que f admet un unique point critique z (c’est-a-dire un point
ol toutes les dérivées partielles premieres sont nulles), que ’on précisera.

¢) Etudier les extremums de f.

d) Retrouver le résultat précédent en examinant f(z + h) — f(2).

Solution :

1. L’endomorphisme symétrique réel o est diagonalisable en base orthonormée ;
dans une telle base de vecteurs propres (ey,...,e,) associés respectivement

aux valeurs propres Ai,..., A, >0, o0n a:
n n n

h= 3 ke (£0) = (p().h) = £ 3 Kk (len).ey)

1 1

<.

NN

i=1

e

Il
-

J

Il
-

(3

soit, pour tout h # 0 (p(h),h) > 0.

2. a) Puisque ¢ a pour matrice A = (a;;) dans la base canonique, f(z)
s’écrit :
f@)=flo1,. . an) = SHAX)X —'UX =

n n n
Do 2L Qi T — Zl ;T
]:

j=li=1

D[

expression polynomiale en les z;, donc f est de classe C* sur R".

Les dérivées partielles premieres sont alors :

O =l S et LS e =S g m— s
Oz (z) = 5 > QigjTj + 5 > QiigTi — Wig = ) Qig jTj — Wiy -
20 j=1 =1 j=1
car A est symétrique en tant que matrice d’'un endomorphisme symétrique
dans une base orthonormée. Donc :

of

n
o (z) = 21 @i jTj — Ui
]:

En dérivant l’expression ci-dessus, il vient (d’apres le théoreme de Schwarz),

0% f

amiamj (ZU) = i
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b) Le point z € R"™ est critique si et seulement si toutes les dérivées
partielles au point z sont nulles, ce qui équivaut a :

(Vie[l,n]) > aijzj—u;=0,ie AZ=U
j=1

Comme 0 n’est pas valeur propre de A par hypothese, A (donc ¢) est
inversible et f admet un unique point critique z = ¢~ (u).

c) La fonction f étant de classe C' sur 'ouvert R”, un extremum ne peut
étre réalisé qu’en un point critique, donc en z = ¢~!(u). La matrice des

dérivées partielles secondes en z est A, donc :
n n

> 2 aijhihy ="(AH)H = (p(h),h) >0 si h#0
1

i=14=
ce qui montre que f présente un minimum global en z = ¢~!(u) égal &
~1u,2).

d) Sachant que z = ¢ *(u) est le seul extremum possible, on calcule (par

bilinéarité) :

fz+h) = £(2) !

(p(z+h),z+ h) — (u,z+ h) — 3 (p(2),2) + (u, 2)

(p(h), ) + % (h,0(2)) + (p(h), h) — (u, h)

= (p(2), h) = (u, h) + (@(h), h) = (@(h), h)
car ¢ est symétrique et p(z) = u, donc f présente un minimum global en z
d’apres la premiere question.

N~ DN~

Exercice 2.18.

Soit £ = R™ ou n > 2, muni du produit scalaire canonique que ’on notera
(z,y) = (z,y).

Dans tout 'exercice f est une application de E dans E antisymétrique

(on dit que f est antisymétrique si et seulement si V(z,y) € E?, (z, f(y)) =

—(f(2),9).)

1. Montrer que f € L(E). Que peut-on dire de la matrice de f dans la base
canonique de E?

2. Soit A = {g € L(E)/g est antisymétrique }. Montrer que A est un sous-
espace vectoriel de L(E) et donner sa dimension.
3. a) Montrer que f? est un endomorphisme symétrique.
b) Montrer que si A est une valeur propre réelle de f, alors A = 0.
4. On suppose que ’endomorphisme f est inversible. Soit e un vecteur propre

de f2. Montrer que F' = Vect (e, f(e)) (sous-espace vectoriel engendré par e
et f(e)) est de dimension 2 et qu’il est stable par f.
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En déduire que F-, Porthogonal de F, est stable par f, et que la dimension
de E est paire.

5. Dans le cas général, montrer que Im f et Ker f sont supplémentaires
orthogonaux et que le rang de f est pair.

Solution :

1. 1l faut démontrer que f est une application linéaire. Soit (z,y,2) € E? et
AelR

(flz+Xy),2) = —(z+ Ay, f(2)) = —(z, f(2)) = My, f(2))

= (f(x),2) + M[f(y), 2)
Donc, pour tout z € E :
(fl+Xy) = f(@) = Af(y),2) =0
et, seul le vecteur nul étant orthogonal a E :
Ve,ye ENNAER, f(x + \y) = f(z) + Af(y)

La matrice A = (a; ;) associée & f dans la base canonique orthonormée de
E est antisymétrique, puisque pour tout (,7) € [1,n]? ai; = (e;, f(e;)) =
—(ej, f(e;)) entraine que a;; = 0 et que a;; = —a;;, pour i # j.
Réciproquement, toute matrice antisymétrique ( A = —A) détermine un
endomorphisme antisymétrique de E.

2. Il est évident que A est un sous—espace vectoriel de L(E). Par la question
précédente, sa dimension est égale & la dimension de l’espace des matrices
antisymétriques de M, (R). Ce sous-espace est engendré par les w
matrices E; j — Ej;, pour 1 < i< j < n.

[E; ; est la matrice dont tous les termes sont nuls, & I’exception de celui situé

a l'intersection de la i*™ ligne et la j*™ colonne qui vaut 1]

3. a) Soit (z,y) € E*. On a:
(F2(@),y) = =(f(@), f®)) = (=, F*(v))
Ce qui montre que f2 est un endomorphisme symétrique.
b) Soit A une valeur propre réelle de f. Il existe z # 0 tel que f(z) = Az.
On a alors :
0= {(f(z),z) = XMaz,z), dou A =0
La seule valeur propre réelle de f possible est donc 0.

4. Remarquons déjd que puisque f2 est symétrique, on peut bien trouver un
vecteur e propre pour f2.

* Supposons (e, f(e)) lié. Comme e # 0, il existe donc A € R tel que
f(e) = Xe. Or, la seule valeur propre réelle possible de f est 0 ; donc f(e) =0,
ce qui est une contradiction & 'inversibilité de f.
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* Le sous-espace F' = Vect (e, f(e)) est stable par f, puisque par choix de e
ona f(e) € Fet f(f(e)) € F.

* Soit z € Vect (e,f(e))L. On a (z,e) = (z, f(e)) = 0. Donc
(f(2),€) = (2, f(e)) = 0 et (f(2), f(e)) = —(z, f*(e)) = 0

ce qui montre que F* est stable par f.
On sait que E = F @ F+, avec dim F = 2. L’application f restreinte & Fi‘
est un endomorphisme de F+ qui est toujours antisymétrique. On la note f.
On peut recommencer le méme raisonnement : on choisit un vecteur
propre e; de f2; le sous-espace Vect (es, f(e2)) est de dimension 2 et
Vect (e, f(e), e2, f(e2)) est de dimension 4. Son orthogonal est stable par f.
Si dim E = 2n + 1, on peut ainsi écrire :

E = Vect (e,eg,...,en,f(e),f(e2),...,f(en)) @&t H, dimH=1
ce qui est impossible car fy est un endomorphisme antisymétrique, bijectif
qui admet une valeur propre réelle (car dim H = 1).

5. Montrons que Ker f C (Im f)*. En effet, si z € Ker f et f(z) € Im f, alors
(z,f(2)) = =(f(2),2) =(0,2) =0

Le théoreme du rang et le fait que pour tout sous—espace vectoriel H de F, on

a dim H + dim H+ = dim E, impliquent que Ker f = (Im f)*. Cela montre

que Ker f et Im f sont supplémentaires orthogonaux.

Posons g = fjimy. Alors g est un endomorphisme bijectif de Im f qui est
antisymétrique. Donc dim Im f est paire, par la question précédente.

Exercice 2.19.

0o 0 1/2 0
On note A la matrice 8 }ﬁ }721 1(/)4 et B la «sous-matrice »
0 0 1/4 3/4
1/2 174 0
1/4 1/2 1/4 ] de A.
0 1/4 3/4

1. Montrer que la matrice B est diagonalisable dans M3(R) et qu’elle est de
rang 3.

x

2. Soit A une valeur propre de B et soit V = | y | une colonne propre réelle
z

de B associée a A.
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Y
2\
x

a) Montrer que A # 0 et que la colonne U = est colonne propre de

SIS

A associée a \.

b) On pose m = max (|zl, |y, |z|). Pour quelle raison peut-on affirmer que
m>07
Montrer que |A| < 1. On montrera que |Az| < m, |Ay| <m et |Az| <m
Montrer que |A| < 1. On montrera que, si |\| =1, alors |z| <m, |y| < m et
|z] < m.

3. Montrer que 0 est valeur propre de A et que A est diagonalisable dans

M (R).

4. Déduire des résultats précédents que la matrice I, — A est inversible.

Solution :

1. La matrice B est symétrique réelle, donc diagonalisable dans une base
orthonormée.

Par la méthode du pivot de Gauss, on obtient que 4B est équivalente a la
matrice

1 20
01 3

0 0 1

La matrice B est donc de rang 3 et inversible.

a) La matrice B étant inversible, si A est une valeur propre de B, alors
A#£0.
Un calcul matriciel élémentaire montre que si BV = AV, alors AU = AU. Il

reste a observer que puisque V # 0, on a U # 0. Donc X est valeur propre de
A et U est un vecteur propre associé.

b) Le vecteur V n’étant pas le vecteur nul, on a m > 0.

Comme Az = 2 + ¥ il vient |Az| < |w| M < 3_m, donc |\z| < m,

— 2 Y2l £} | I Ed|
Comme Ay = 7 + + 2 7> il vient [Ay| < T 5+ donc Ayl <m
Comme Az = Z + 342, il vient |Az| < % + %, donc |Az| < m
De ces trois relations découle |A|m < m, d’ou |A| < 1, puisque m # 0.
<3

5m,

Supposons |A| = 1. On a alors |z| = |Az]
U LA lom
T 5 4 ; il vient |y| < 6 .

Reportons cette inégalité dans |y| <
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Reportons cette inégalité dans |z| < |%| + %, il vient |z| < %

3m 15m 63m) _ 63m

Ainsi m < max ( , ce qui est une absurdité.

4 16 ’ 64 64
Donc |A| < 1.
3. La premiere colonne de A étant nulle, 0 est valeur propre de A associée au
1
0
vecteur propre U; = 0
0

Notons (Va, Vz, V) une base de M3 1(R) constituée de vecteurs propres de
B, et pour k € {2,3,4}, notons Uy la colonne propre de A déduite de Vj
comme dans la question 2.

Comme 0 n’est pas valeur propre de B, la famille (Uy,Us,Us,U,) est une
base de My 1(R) formée de vecteurs propres de A. La matrice A est donc
diagonalisable.

4. Comme 1 n’est pas valeur propre de A, la matrice I — A est inversible.

Exercice 2.20.

Soit E un espace vectoriel sur C de dimension n > 1.

Un endomorphisme f € L(E) est cyclique s’il existe p € N* et a € E
avec a # 0 tel que A(p,a) = {a, f(a), f?(a),..., fP"*(a)} soit une partie
génératrice de E de cardinal p stable par f.

(Notons que I’on a alors, en particulier, f(A(p,a)) C A(p,a) et les f¥(a) sont
deux & deux distincts pour k € [0,p — 1]).

A(p,a) s’appelle un cycle de f.

1. Soit f € L(E) un endomorphisme cyclique et A(p,a) un cycle de f. Montrer
que p > n.

2. Soit f € L(FE) un endomorphisme cyclique bijectif et A(p,a) un cycle de
I

a) Montrer que le plus grand entier m tel que {a, f(a), f*(a),..., f™ 1(a)}
soit libre est n.
En déduire que B = (a, f(a), f*(a),..., f"1(a)) est une base de E.

b) Montrer que fP = Idg. En déduire que les valeurs propres sont des
racines p*™® de 'unité dans C.

0 ... 00 -1
1 S

3.%itB=[09 . 0 0 —1]€ Mu(C.
: 1 0 -1

0O ... 01 -1
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Montrer que ’endomorphisme f € L£(C") de matrice B dans la base
canonique est cyclique. Donner un cycle associé.

Trouver les valeurs et les vecteurs propres de f pour n = 4.

Solution :
1. La famille A(p,a) est génératrice et de cardinal p. Donc p > n.

2. a) On sait que f™(a) est combinaison linéaire de (a, f(a),..., f™""(a)).
Soit k > m, supposons que f*(a) € Vect (a, f(a),..., f™" (a)).

Alors f*1(a) € Vect (f(a), f*(a),..., f™ *(a), f™(a)). 1 suffit d’écrire
f™(a) en fonction de a, f(a),..., f™ (a), pour obtenir que

(a, f(a),..., f™ " (a)) engendre A(p, a) qui lui-méme engendre E. C’est donc
une famille libre et génératrice de E. Ainsi m = n.

b) Comme fP(a) € A(p,a), il existe ¢ vérifiant 0 < ¢ < p tel que
fP(a) = f%a). Comme f est bijective fP~%(a) = a. La seule possibilité
pour que les éléments de A(p,a) soient distincts est ¢ = 0 et donc fP(a) = a.
Donc, pour tout k > 1, fP(f*(a)) = f*(a). Ce résultat appliqué & la base B
montre que fP = Id.

Le polynéme X? — 1 est annulateur de f ; les valeurs propres de f sont donc
parmi les racines p”® de 'unité.

3. Soit B = (ey,...,en) la base canonique de R™.
Si I'on prend a = ey, il vient pour tout k¥ € [I,n — 1], f¥(a) = eri1,
n

fa) =3 exet fr(a) = er.

k=1
On a donc un cycle et p=n + 1.
On sait que dans le cas ou n = 4, les valeurs propres sont parmi les racines
cinquiemes de 'unité. Si A est une valeur propre, le vecteur propre associé
est

1
14+

1 +>\2+ 22

A
L+ A+ 22+ A2
A3
A
On vérifie enfin que A = 1 n’est pas valeur propre.



